Komplexitatstheorie (8)  (Wolfgang Slany) 1

Die Erreic hbarkeits-Methode

Theorem: Sei f(n) eine ordentliche Komplexitatsfunktion.
Dann gelten:

(a) SPACE(f(n)) € NSPACE(f(n)) und
j_,\_m:vvmz_z_mﬁcv
m

(b) NTIME(f(n)) C SPACE(f(n))

(c) NSPACE(f (n)) C TIME (K™ (M)
Beweis:

(a) Jede TM ist auch eine NTM. /

(b) Simulation aller nichtdeterministischen Auswahlmo-
glichkeiten in Platz f(n) (mit Platz-Recycling). 1/

(c) Mittels Erreichbarkeits-Methode:
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e Eine Konfiguration (g, Wy, Uy, ... ,W,Uy) ist eine Mo-
mentaufnahme einer Berechnung.

e Bei I/O TM, von denen man ja nur eine ,ja‘/,nein“ Ant-
wort auf die Frage X € L?* erwartet, spielt der write-
only output-$ keine Rolle.

e Beim read-only input-$ interessiert uns auch nur die
Position O <i < ndes Cursors.

e Firalle k—2 anderen $s ist die Lange hochstens f(n).

e Jede Konfiguration kann daher als
(Q,i,Wa, Uy, ... ,Wi_1,Ux_1) dargestellt werden.

e Wie viele Konfigurationen kann M insgesamt haben?

e Antwort: Hochstens |K|(n+ H_.V_M_AN_A 2t < 0_8:+: )
wobei C; nur von M abhangt.
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Zu zeigen: (c) NSPACE(f(n)) C TIME(K'%9n+ ().

e Sei M eine k$ NTM mit I/O, die L in Platz f(n) ent-
scheidet. Wir entwickeln nun eine deterministische Me-
thode, um die nichtdeterministische Berechnung von M
bei Eingabe von X in /%™ (") Schritten zu simulieren,
wobei n = |x| und ¢ nur von M abhéngt.

e Sei G(M,x) der Konfigurationsgraph von M: Es gibt
eine Kante von Knoten (dh der Konfiguration) C; zu

Knoten C, gdw C,; Ey Co.

e X €L gdw es zumindest einen Pfad in G(M, X) von Cy =
(S,>,X,1>,&,...,>,€) zu einer Konfiguration der Form
C=(,ja,...) gibt.
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Die Frage ,x € L? kann daher entschieden werden, indem
man das Erreichbarkeitsproblem auf einem Graphen mit
hochstens o_8:+: ) Knoten I6st. Fur das Erreichbarkeits-
problem gibt es quadratische Algorithmen (— shortest
path € P), dh die Simulation braucht insgesamt hochstens
oanA_o@_:tA ) — cloan+f(n) Schritte mit ¢ = 2./

Bemerkung: Der Graph G(M,X) muss nicht explizit
reprasentiert werden. Stattdessen kann der Algorithmus
jedesmal, wenn er wissen will, ob es eine Kante von C
nach C' gibt, dies implizit aus den Konfigurationen C und
C/, der Eingabe x und der Maschinenbeschreibung von M
neu berechnen.
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Korollar: L CNL CP C NP CPSPACE C EXP

Beweis:
e L =SPACE(logn) C NSPACE(logn) = NL wegen (a).
e NL = NSPACE(logn) C  TIME(Koen+loan)  —

TIME(n?'%9K) C P wegen (c).
e TIME(n*) C NTIME(n*) = P C NP wegen (a).

e NTIME(n) C SPACE(n¥) = NP C PSPACE
wegen (b).

e SPACE(n¥) C NSPACE(n) wegen (a) und
NSPACE (1) C TIME (9™ C TIME(2™*)) wegen

(c), dh SPACE(1) C TIME(2™)) = PSPACE C EXP. +/
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NSPACE

e Wie effizient lasst sich nichtdeterministischer Platz
durch deterministischen Platz simulieren?

e \Vom Theorem auf Seite 1 wissen wir, dass
NSPACE( f(n)) C SPACE(c'o9™+ (M)
e Frage: Geht es auch besser als mit exponentiellem

Mehraufwand?
Antwort: Ja, und zwar quadratisch, mittels folgendem

Theorem: (Savitch 1970)
Erreichbarkeit € SPACE((logn)?)
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Aus dem Platz-Hierarchie Theorem folgt:

Korollar: L C PSPACE .

Beweis: L = SPACE(logn) C SPACE(lognlog(logn)) C
SPACE(n?) C PSPACE . /

e Vermutlich sind alle Inklusionen zwischen den Komple-
xitatsklassen des Korollars auf Seite 5 strikt, wir wissen
jedoch nur, dass

e zwischen L und PSPACE zumindest eine Inklusion
strikt ist (allerdings nicht, welche), und dass

e zwischen P und EXP zumindest eine Inklusion strikt ist
(allerdings wieder nicht, welche).
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Beweis: Gegeben ein Graph G und Knoten X,y sowie eine
Zahli > 0. Sei PFAD(X,Y;i) <> ,es gibt einen Pfad von X
nach y, der hochstens 2' Kanten lang ist.”

Bemerkung: Wenn der Graph n Knoten enthélt, dann ist
jeder Pfad héchstens n lang und wir kénnen das Erreich-
barkeitsproblem in G l6sen, wenn wir PFAD(X, Y, [logn])
berechnen kdnnen. Dies ist wie folgt moglich:

Funkt i on pfad(x,y,i)
ifi=0then
if x=yor (x,y) € E(G)thenreturn ja*
el se f or jeden Knoten zdo * Mittel-Suche */
i f pfad(x,zi— 1) and pfad(zy,i— 1)
t henreturn ja‘
ret urn nein
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e Wenn i =0, dann pfad(X,y,i) = PFAD(X,Y,i). Furi >0
ist pfad(X,y,i) = ,ja* gdw es einen Knoten z gibt, sodass
sowohl pfad(X,zi — 1) als auch pfad(zy,i — 1) gelten.
Wegen der Induktions-Hypothese gilt dann, dass es Pfade
von X nach z und von z nach y gibt, die hochstens 2'~1
Kanten lang sind. Daher gibt es einen Pfad von X nach y,
der hochstens 2 x 2-1 = 2' Kanten lang ist.

e Den O((logn)?) Platzbedarf erreichen wir, indem wir die
Rekursion Uber einen Stack realisieren, der fir jeden akti-
ven Aufruf ein Triplett (X, Y, 1) speichert: Fur jeden Knoten z
schreibe (X,z,i — 1) auf den Stack und rufe pfad(x,zi—1)
auf. Falls dies ja“ liefert, wird (X,z,i — 1) mit (zy,i — 1)
uberschrieben, sonst mit (x,Z,i —1).

e Da i < [logn], kénnen héchstens [logn| viele ak-
tive Tripletts gleichzeitig am Stack stehen, wovon jedes
héchstens 3logn Platz benétigt — O((logn)?) . v/
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Alle NSPACE Komple xit atsklassen sind
unter Komplement abgeschlossen

e Schlisselkonzept: Die Anzahl der von Knoten X er-
reichbaren Knoten kann in NSPACE(logn) berechnet
werden.

e Auch das Komplement davon (die Anzahl der
von Knoten X nicht erreichbaren Knoten) kann in
NSPACE (logn) berechnet werden.

e Wie berechnet eine NTM M eine Funktion von $s zu
$s? — Mindestens eine Berechnung liefert das kor-
rekte Resultat, die anderen divergieren.
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Korollar:  NSPACE(f(n)) C SPACE((f(n))?) fur belie-
bige ordentliche Komplexitatsfunktion f(n) > logn .

Beweis:
e Um eine f(n) Platz-beschrankte NTM M mit Eingabe X

zu simulieren, lassen wir den pfad Algorithmus auf dem
Konfigurations-Graphen G(M, X) laufen.

e Der Graph ist nur implizit reprasentiert, dh wir brauchen
ihn nicht zu speichern. Es genigt, die Eingabe X und
die Beschreibung von M lesen zu konnen, wenn i = 0.

e Der Konfigurations-Graph hat hochstens c'™ Kno-
ten, daher brauchen wir insgesamt hodchstens
62_83235& = 02235& viel Platz. 1/

Korollar: PSPACE = NPSPACE; offen: L 2NL
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Theorem: (Immerman-Szelepscényi 1988 — Gddel-Preis
1995) Gegeben ein Graph G und ein Knoten X. Die
Anzahl der von X erreichbaren Knoten in G kann in
NSPACE(logn) = NL berechnet werden.

Beweis: Wir berechnen iterativn. die  Zahlen

1I5(2)],|9(2)[,--.,|S(n— 1)|, wobei S(k) die Menge der
Knoten in G ist, die in Pfaden der Lange hochstens k von

X aus erreichbar sind.

|S(n—1)] ist dann die Gesamtanzahl der von X erreichba-
ren Knoten in G.



