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Appr oximierbarkeit von NP Problemen

e Approximations-Algorithmen: in polynomieller Zeit wird
ein Resultat gefunden, das garantiert hochstens einen
vorgegebenen Abstand zur optimalen Losung aufweist.

e Obwohl sich alle NP-vollstandigen Probleme ineinan-
der mit polynomiellem Aufwand reduzieren lassen, ver-
halten sie sich in Bezug auf ihre Approximierbarkeit
hochst unterschiedlich.

e In den letzten Jahren hat eine dramatische Entwick-
lung durch eine neue Charakterisierung von NP ein-
gesetzt: — durch das faszinierende PCP-Theorem
konnte die Approximierbarkeit bzw Nichtapproximier-
barkeit von vielen kombinatorischen Optimierungspro-
blemen wesentlich genauer ermittelt werden.

Komplexitatstheorie (6)  (Wolfgang Slany) 3

Gefragt: Optimale Losung y und deren ,Wert"
opt(x) = w(x,y) = Z{w(x5) / € L(x)}

Bemerkung: Falls ein NPO Problem in polynomieller Zeit
Iosbar ist (Klasse PO), dann ist es seine Entscheidungs-
variante klarerweise ebenfalls.
Definition: Kurzester Pfad (SHORTEST PATH):

Gegeben: G = (V,E) und Knoten a,e € V.

Gefragt: Kirzester Pfad von a nach e.
Theorem: Kirzester Pfad € PO .
Beweis: Breitensuche mit Markierung von bereits besuch-
ten Knoten. 1/
Umgekehrt gilt, daB falls P # NP und das Entscheidungs-
problem NP-vollstéandig ist, dann kann das entsprechende
NPO Problem nicht in polynomieller Zeit |6sbar sein. Da-
her sucht man Losungen mit Approximationsgarantien.
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Definition: NPO: Klasse aller Optimierungsprobleme, de-
ren Entscheidungsvariante in NP liegt:
Gegeben: A= (l,L,w,z) € NPO wobei

e | ... Menge der Instanzen von A, erkennbar in polyno-
mieller Zeit.
eL(x) mit xel ... Menge der Losungen von In-

stanz X. Die einzelnen Losungen sind dabei polynomi-
ell langenbegrenzt, dh es gibt ein Polynom p, sodaf}
Vx e | und Vs e L(x) gilt: |5 < p(|x|). Weiters gilt, dai
vy /|yl < p(|x|), die Frage ob y € L(X) in polynomieller
Zeit entscheidbar ist.

e W(X,S) mit seL(x)... Wert von Lésung S von X,
ebenfalls in polynomieller Zeit berechenbar.

e zc {max,min} ... Ziel, entscheidet, ob es sich um ein
Maximierungs- oder Minimierungsproblem handelt.
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Definition: Sei A= (I,L,w,z) e NPOundx€ |,y € L(X).
Dann ist das performance ratio von Yy in Bezug auf X

W(X,y) opt(x
R(xy) £ Bmxﬁ omm%“é_mxﬁ W W
P . 'Y
Z=min Z=max
A Warnung A — Verwirrendere Alternativen:

ratio bound: R (X, y) « Ems € (0,1]

relative error bound: R’(X,y) ©i- R(x,y) €[0,1)

>1.

Definition: M ist ein r(n)-approximations Algorithmus fur
A= (I,L,w,z) e NPOundr : IN — [1,00) wenn

vxel, M(X) € L(X) und R(Xx,M(x)) < r(|x]).
Definition: Falls M auerdem polynomiell zeitbeschrankt
ist, dann nennen wir A r(n)-approximierbar.
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Definition: Ein NPO Problem A ist in der Klasse APX
wenn es €g-approximierbar fur ein konstantes € > 1 ist.

Beispiel: Minimum Vertex Cover

Gegeben: Graph G = (V,E).

Gefragt: Kleinster Vertex Cover (Wh: Ein Vertex Cover
ist eine Teilmenge V' C V, sodaR V{u,v} € E gilt: ue V'
oder v € V', — jede Kante aus E wird von mindestens
einem Knoten aus V'’ abgedeckt, dh berihrt).

Theorem: Minimum Vertex Cover ist 2-approximierbar, dh
Minimum Vertex Cover € APX.

Beweis: Das entsprechende Entscheidungsproblem Ver-
tex Cover ist NP-vollstandig. Wir fiihren einen polynomiel-
len 2-approximations Algorithmus fir Minimum Vertex Co-
ver vor.
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Beispiel: Billigste Rundreise fir Handelsreisenden (TSP).

Theorem: Ware TSP fir ein bestimmtes € > 1
g-approximierbar, dann wirde dies P = NP bedeuten und
wir kdnnten TSP auch exakt in P 16sen:

Daher: P #NP < TSP ¢ APX.

Beweis: Wir reduzieren mit polynomiellem Aufwand ein
bekanntes NP-vollstdndiges Problem (beliebige Hamilto-
nian Cycle Instanz G = (V, E)) auf eine spezielle TSP In-
stanz mit |V| Stadten, fur die wir die Existenz eines po-
lynomiellen g-approximations Algorithmus annehmen, so-
daf3 sich daraus ein polynomieller Algorithmus fir das NP-
vollstandige Problem ergabe. Wir schlieRen daraus, dal3,
falls P # NP, es kein solches € > 1 geben kann. Die Re-
duktion sieht wie folgt aus:
M — 1 falls {i,j} €E
UTY eV dalls {i,j} ¢E
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Al gori t hnus VertexCover-2-Approx(V, E)

whi |l e E#{}do
Nimm eine beliebige Kante {u,v} € E.
Fuge sowohl u als auch v zum Vertex Cover hinzu.
Entferne alle von U oder v abgedeckten Kanten aus E.

— Das Resultat ist sicher ein Vertex Cover.

Frage: Ist es sicher hochstens doppelt so grof3 wie das
Optimum?

Antwort: Ja: Betrachte nur die Kanten, die von dem Al-
gorithmus ausgewahlt wurden. Keine zwei davon kdénnen
einen gemeinsamen Knoten haben. Daher muf3 bereits
ein Vertex Cover von nur diesen Kanten jeweils minde-
stens einen der beiden Knoten enthalten, dh mindestens
halb so groR sein wie der gefundene Vertex Cover. 1/
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Wir lassen unseren hypothetischen polynomiellen
g-approximations Algorithmus auf die so konstruierte TSP
Instanz los. Es kann nur zwei Falle geben (gap-Technik):

1. w(X,y) = |V| : Da € > 1 konnten nur Kanten mit M; ; =
1, dh Kanten aus G durchlaufen werden, und die Rund-
reise ist daher auch ein Hamiltonian Cycle.

2. Falls umgekehrt auch nur eine Kante in der Rund-
reise durchlaufen wurde, die nicht in G ist, dann muR3
w(X,y) = €[V |+ ymity > Osein. Da es sich um einen
€-approximations Algorithmus handelt, gilt:

_NAX“ <v — m_/\_L\
opt(x)
und daher kann G keinen Hamiltonian Cycle haben.

<eg = |V|<opt(x)

Damit haben wir aber in polynomieller Zeit das NP-
vollstandige Problem entschieden — Widerspruch. 1/
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Definition: Sei A= (I,L,w,z) € NPO. Ein Algorithmus M
ist ein approximation scheme fur Afalls VXel und Ve > 1,

R(X,M(x,€)) <E€.

Definition: Ein NPO Problem istin der Klasse PTAS wenn
es ein polynomial-time approximation scheme hat.

A Warnung A Die Konstanten im Polynom kdénnten expo-
nentiell wachsen wenn € sich an 1 annahert (zB Polynome
der Form 2Y/¢=Up(|x|) oder |x|/~Y). Um das Wachs-
tum auf polynomielles einzuschranken definieren wir:

Definition:  Ein NPO Problem ist in der Klasse
FPTAS, wenn es ein fully polynomial-time approximation
scheme daflr gibt, dessen Ausfiihrungszeit also durch
q(|x|,1/(e — 1)) begrenzt ist, wobei  ein Polynom ist.
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Am Ende wird der groBRte Wert v /W(n,v) < W aus-
gewahlt. Offensichtlich 16st dieser dynamic programming
Algorithmus das Problem in O(n?V). Da wieder ein ex-
ponentieller Sprung bezogen auf Lange der Eingabe (—
log(V)+...) vorliegt, ist es nattirlich wieder nur ein pseu-
dopolynomieller Algorithmus.

Allerdings kdnnen wir uns nun hohere Geschwindigkeit
durch geringere Genauigkeit erkaufen: Wir konstruieren
uns eine neue Instanz X, in der V/ def ob ewg , dh die jeweils
b least significant bits in den Werten werden auf Null ge-
setzt. Eigentlich kdnnen wir also auch ohne diese Nullen
rechnen und durch Multiplikation des Endresultats mit 2°
erhalten wir eine Approximation fur die urspringliche In-
stanz. Dadurch verringert sich der Zeitbedarf auf OAJNWV.

>
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Beispiel: Theorem: Rucksack € FPTAS.

Beweis: Sei X eine Rucksack-Instanz wie folgt gegeben:
N Objekte, jedes mit Wert vi € IN und Gewicht w; € IN,
maximale Kapazitat W € IN, gesuchtist SC {1,2,...,n}
mit ¥icsWi < W mit ¥cgVi maximal.

Der friiher besprochene pseudopolynomielle Algorithmus
fir Rucksack verhielt sich proportional zu W. Dual geht
das auch mit den Werten statt mit den Gewichten. Sei
v max{Vi,...,Vn}. Wir definieren fur i € {0,1,...,n}
undve {0,...,nV} den Wert W(i,Vv) als das kleinste Ge-
wicht, wenn man genau Wert v aus den ersten i Objekten
auswahit: Vi W(i,0) £ 0, w0 W(0,v) £ w
W(i +1,v) Z min{W(i,v), W(i,v— Viz1) + Wiy}

S—— ~~
i+1¢ i+1e
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Ist es damit aber auch in FPTAS? Ja:

M<_NM,\_W Mw,\_ w MWA<_|NJ w M<_|3Nwv
ieS H ieS H e H e H e
ViVl opt(x)  vi>y—2P ISI<n

Wir nehmen o.V.d.A. Vi : wi <W an. Dann gilt icsVi =
opt(x) >V > 0. Daraus ergibt sich

N2 YiesVi— YiesMi o OP(X) —W(X,S)

AV \% - opt(x)

\%
RxS) < —— =

V(e-1)
ne

€

Durch Wahi von b & TOQA L und Einsetzen erhalten

wir die passende Zeitschranke Obm&bv mit g(a, b) * calo
als dem Polynom in a und b fir beliebig kleines € > 1. 1/
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Probabilisticall y Checkable “holographic” Proofs

Theorem: (Arora et al. 1992) | NP = PCP(logn,1)

e Exponentieller Beweiser (,Prover, Autor).
e Polynomieller Uberpriifer (,Checker, Editor").
e O(1), dh konstant viele 1-Bit checks (Aufwand ).

¢ O(logn) zuféllige Bits — Probabilistisch:
Beweis korrekt = 100% akzeptiert (,Vollstandigkeit").
Beweis inkorrekt = mit Wahrscheinlichkeit > 1 — & mit
konstantem & > O verworfen (,Korrektheit* \).

e Wiederholung erlaubt es, 0 beliebig klein zu machen
und zB 6 = W sicherzustellen, dabei geniigen etwa 36
Bit checks. Nach 500 Durchlaufe damit — falscher Be-
weis wird mit Wahrscheinlichkeit 1 — 2~5% verworfen.
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Beweis: Der Uberpriifer verwende clogn Zufallsbits. Es
gibt also 2¢1°9" = n® mégliche Strings r € {0, 1}¢°9" je-
der davon fixiert die Sequenz von k = O(1) Bit-Adressen,
die vom Uberpriifer gecheckt werden. O.V.d.A. kénnen wir
annehmen, daR jeder Beweis héchstens in O(n°) = n°
boolschen Variablen y1,Y», ... ,Y,d kodiert ist. Sei die Se-
quenz von gecheckten Bit-Adressen i1(r),io(r),. .. ,ik(r).
Die Entscheidung des Uberpriifers hangt also nur von der
Belegung von i, ), Yi,(r), - - - » Yi(r) @b. Sei fr(bg,...,bk) =
wahr < ,Der Uberpriifer akzeptiert, wenn Yi, ), - - , Yiu(r)
die Werte by,...,bx haben* Die Wahrheitswertetabelle
von f, kann durch 2€ = O(1)-maligen Aufruf des polyno-
miellen Uberpriifers, also insgesamt in polynomieller Zeit
berechnet werden (1.). Per Definition von PCP(logn, 1)
und f;, wenn X € L, dann gibt es eine y-Belegung, die alle
fr wahr macht (2.), und wenn X € L, dann macht keine
mehr als n°/2wahr (3.). {/
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Bemerkung: NP = PCP(0, Poly) (Definition von NP).
Der Beweis des PCP-Theorems ist lang (> 50 Seiten)
— Bucher, Spezialvorlesungen. Wir zeigen hier nur den
kirzeren Teil, namlich da? PCP(logn,1) C NP .
Lemma: VL € PCP(logn,1)dc,d,ke {1,2,...}Vxe Z":
es gibt ¢ boolsche Funktionen fq, f2,... in insgesamt N
boolschen Variablen, so daR3:

1. Jedes fj ist eine Funktion von K Variablen, und seine
Wahrheitswertetabelle kann in polynomieller Zeit aus X
und i berechnet werden.

2.X € L = Es gibt eine Belegung, die alle fi's wahr
macht.

3. X¢ L = Keine Belegung macht mehr als die Halfte der
n° Funktionen f; wahr .
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Zusammenfassung: Beweis$ Y
m,_smmcmm X | / 12 _,_AAJ _,_3 ,:a
12 RIRNIACTY
f, by, . )
|Zufallss = wahr gdw Vi),
12! log n : Yig(r)s- - - » Yig(r) €iner Se-
f(b,,...b)  QUENZ Yy von Bits v,
Yo,...,Yd entspricht, so
f.(0,0,...,0,0) ) dall yy beweist, dald
fr(0,0,...,0,1) x' € L, wobei die an-

f(0,0,...,3,0) |k _ O(1) deren nd — Kk Bits nicht
: mit Yy Ubereinstimmen

iﬁn_.t.;”rov missen, was die sel-
_R(1,1,...,11) _ tene falschliche Akzep-
in polynomieller Zeit berechenbar tanz ermoglicht.
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Theorem:  PCP(logn,1) C NP.

Beweis: VL € PCP(logn,1)Vx € X" : Konstruiere die fi's
des Lemmas (polynomiell maglich, da poly(n) x n® eben-
falls ein Polynom ist). Rate nichtdeterministisch den Be-
weisy (X € L & Es gibt eine Belegungvony =VYj,...,Yd
sodaR alle fi's wahr sind). Wieder kann polynomiell
Uberprift werden, dal3 der geratene Beweis tatsachlich
alle fi's wahr macht, indem man die entsprechenden Bits
des Beweises in die n° vielen Funktionen f;’s einsetzt und
(wieder in polynomieller Zeit) den jeweiligen Wert berech-
net und auf wahr Uberpruft.

Es kann also jede Sprache, die durch die PCP(logn, 1)-
Maschinerie akzeptiert wird, auch durch die NP-
Maschinerie akzeptiert werden. 1/
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Esgilt xXelL < > f, I> > O__ &k, st erfillbar,
i=1 j=1

und wenn X & L, o_w:: kann kein Beweis y mehr als die
Halfte der fi's erfiullen — PCP-Eigenschaft <. Fir je-
des unerfillte f; gibt es mindestens eine unerfiillte _A_mc-

sel, der Anteil unerfillter Klauseln in Fy ist also > N_At
<<= ersetzen jede k-Klausel |, VI,V ... VI durch folgende
erfillungsaquivalente 3CNF Formel

k—4
(12VI2VZ) A N\ (77 V2V Zie1) A (lea VIV =2c-s)
t=1
wobei 7;,. .. ,Z_3 neue Variable sind (# pro k-Klausel).

Wenn X ¢ L, dann gibt es fur jede unerfillte k-Klausel
mindestens eine unerflllte _Ag_m:mm_ in der resultierenden
Gesamt-3CNF Formel F (m = JON_A_AI 2)), und der An-

def
teil unerfillbarer Klauseln in F ist > § =1-0
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Anwendungsbeispiel: Wir zeigen mit dem PCP-Theorem:
Theorem: P # NP < MAX3CNF ¢ PTAS .

Beweis: Seien L € NP = PCP(logn, 1), x € 2" beliebig.
Dann kann jedes fj vom Lemma (Seite 14) als k-CNF For-

M_A . ..
mel fi = _.HHO_;. inys,...,Y. ausgedriickt werden, zB:
fi(a,b,c) | a| b | c| fi(ab,c)=

0 0 0 0| (avbvc)A )

0 0 0 1 (avbv-c)A

0 0/ 1 0 (av-bvc)a

1 0 1 1 — K

2

0 100 Al_m-< bv Ov> T

1 1 0|1 —

0 1,10 Al_m.< -bV Ov>

0 1 11 Al_m< -bVv I_Ov
—— /

k Variable aus yq,..., d
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def A_AINVN_QL
Nehmen wir nun an, es gabe einen € = =12

approximations Algorithmus fir MAX3CNF. Ahnlich wie im
Beweis der Nichtapproximierbarkeit von TSP kdnnten wir
nun den Gap in der Akzeptanz-Wahrscheinlichkeit nitzen,
um das beliebige NP Problem X € L polynomiell zu ent-
scheiden. Es kann wieder nur zwei Félle geben:

1. Die Anzahl der durch den g-approximations Algorith-
mus erfillten Klauseln von F, w(F,y) > T: Da £ > md
muB dann aber wegen (k@ xgL=m-w(Fy) >m(1-3)) gel-
ten, daB F erfillbar ist und daher sicher X € L gilt.

2.w(F,y) < B. Da wegen dem g-approximations Algorith-
mus immer OE ) < w(F,y) gilt, muR opt(F) < m gel-
ten, dh F ist :_02 erfullbar, dh es muR sicher x ¢ L
gelten.

Damit haben wir aber in polynomieller Zeit eine beliebige
Sprache aus NP entschieden — Widerspruch. y/
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e Vergleich mit Cooks Beweis — ,robusteres’ Format
von y: wenn es keinen Beweis gibt, konnte bei Cook
y bis auf ein Bit korrekt aussehen, wahrend bei PCP
mindestens die Halfte der Bits falsch sind.

e Bemerkung: MAX3CNF ist 2-approximierbar, ge-
nauer: 1.142857-approximierbar aber nicht besser.
Es gibt approximationserhaltende Reduktionen und
MAX3CNF ist damit APX-vollstandig (andere: MAX-
2SAT, 4-degree Independent Set, Vertex Cover).

e Bemerkung: PO C FPTAS C PTAS C APX C NPO
wobei alle Inklusionen echt sind gdw P # NP.

e Vertiefende Vorlesungen ,Approximative Algorithmen*
und ,Kombinatorische Algorithmen®.

e Online Ubersicht (incl Literatur):

http://www.nada.kth.se/"viggo/wwwcompendium/



