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SAT ist NP-vollst andig (cont)

e — Es gibt NP-vollstandige Probleme.

e Reduktion L <,SAT ist strukturerhaltend: 16st zwar das
Problem X € L nicht, aber wandelt es in andere Form
um. — Richtung der Reduktion!

e Die SAT Instanzen, die bei der Reduktion entstehen
konnen, sind nur eine kleine Teilmenge der moglichen
SAT Formeln. Da aber manche von ihnen vermutlich
schwierig sind, enthalt das allgemeine Problem SAT
eben schwierige Problem, und ist daher schwierig.

e Entscheidungs- vs. Funktions-Probleme:
wenn eines NP-vollstdndig, dann auch das andere.
— Erweiterung des Begriffs der NP-Vollstandigkeit.
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Weitere NP-vollst andige Probleme

— Ab nun sind die Beweise einfacher: L € NP zusammen
mit SAT <, L (oder jede andere NP-vollstandige Sprache)
reichen, um die NP-Vollstandigkeit von L zu beweisen.

e Man zeigt dadurch, da® man ein beliebiges Problem
in NP losen kdnnte, indem man es (mit nur geringem
Mehraufwand) auf die Frage X € L ? reduziert.

e L muR also mindestens genauso schwer wie die
schwersten Probleme in NP sein.

e Denn ware L leicht (= in polynomieller Zeit zu beant-
worten), so kdnnte man ja jedes Problem in NP (also
auch die schwersten darunter) schnell (polynomiell) in
eine Frage X € L ? umwandeln, darauf schnell die Ant-
wort finden, und das urspriingliche angeblich schwere
Problem so leicht I6sen — Widerspruch.
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Alternative (aquiv alente) Definition von NP

Definition: L € NP genau dann wenn dM polynomiell-
zeitbeschrankte TMund 3ceIN / ¥xe Z*

xel & @m > _<_noﬁ_x_a>_<;x“5ns§_ﬁv

y: polynomiell beschréankter und polynomiell Gberprufbarer
Beweis (auch: Zertifikat) auf deterministischer TM.

e — Polynomielle Uberpriifbarkeit eines Beweises statt
Nichtdeterminismus

e NP-hart, NP-Vollstandigkeit, ... : Terminologie geht auf
Knuth (TeX, The Art of Computer Programming) zurtick

e — PET-Probleme (Lin; Knuth 1974)

e Knuth: polynomielle Transformation, aber
— polynomielle Reduktion hat sich doch durchgesetzt
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Definition: 3CNF (auch 3SAT genannt)

Gegeben: Eine Boolsche Formel F in konjunktiver Nor-
malform (CNF) mit hdchstens 3 Literalen pro Klausel.
Beispiel: (a) A (b)A(—aVv-bVv—-c)A(-avec).

Gefragt: Ist F erfillbar?

Theorem: 3CNF ist NP-vollstandig.

Beweis:
Member ship: Guess und check Argument 4/
Hardness: Wir zeigen SAT <, 3CNF.

Das bedeutet: Wir mussen ein polynomielles Verfahren
angeben, das eine beliebige Boolsche Formel F in eine
3CNF Formel F/ umformt, sodaf gilt

F ist erfullbar < F’ ist erfiillbar.
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Erstes Problem: Aquivalente Umgewandlung CNF <>
DNF hat i.a. exponentiellen Aufwand, weiters werden nicht
notwendigerweise Klauseln mit nur 3 Literalen erzeugt.
Beispiel: (X1 VY1) A (X2VY2) A=A (X V Yn) =

AXH_.\/XN\/...\/X:lH\/XDV
V (YIAX2 A -+« AXn—1 A Xn)
V AXH><N>...>X3|H>XJV

\

s 2"

V AXH><N>...><3|H><:V
V (YiAY2A - AYn-1AYn) )

X, X, Xn
A Y %
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zu. Alle diese Formeln sowie yp werden mit A zu einer
neuen Formel F; verknupft.

— F1=[Yo] A Yo < (Y1 A =X)] A [y1 < (X1 V —X3)] .
Aufwand: O(n).

— F und F; sind erfiillbarkeitsaquivalent.

4. Jeder Ausdruck [...] in Fy wird nun in CNF umgeformt:
[a<> (bvc)] — (av-b)A(-avbVvc)A(aV—c)
[a<> (bAC)] — (maVb)A(-aVvc)A(aVv-bv-c)
Aufwand: O(n).

Wir erhalten also die gewiinschte 3CNF Formel

= F' = YoA(=Yo VY1) A (=¥oV %) A (YoV Y1V Xo)

>A<H V I_XHV N AI_V\H VX1V I_va A O\H V va
— Gesamtaufwand ist polynomiell, damit haben wir
SAT <, 3CNF gezeigt. v/
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Losung: Wir zeigen nur Erfullbarkeitsaquivalenz und
fuhren dazu neue Variable ein. Die Umformung geschieht
in mehreren Schritten. Beispiel: F = —(=(X1V —X3) VX2) .

1. Anwendung der Regeln von DeMorgan, um alle Nega-
tionszeichen zu den Variablen zu verschieben.
— ((Xx1V =X3) A=%2) . Aufwand: O(n).

2. Wir ordnen jedem A und V eine neue Variable €
;U\o&\“_; e W ZU.

— prv@ —X3) A —Xp) . Aufwand: O(n®).

3. Wir klammern so um, dafd nur noch binadre Ausdriicke
mit A und V vorhanden sind und ordnen jedem sol-
chen Ausdruck Amw ) mit o € {A,V} und a,b €
{X1,...,%n,Y0,Y1,--- }, €ine Teilformel der Form

(¥j ¢ (aob))
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3CNF (cont)

e Richtung der Reduktion; Gadget-Strukturerhaltung
e Vergleich mit SAT NP-Vollstandigkeitsbeweis

e ACNF, 5CNF ...

e 3DNF, ..., 2CNF, HORNSAT

Definition: HORNSAT: Erfillbarkeit von CNF Formel F,
dabei pro Klausel hdchstens ein positives Literal.
Beispiel: (—X1 VX2V —X3), (—X1V —X3), und X sind HORN,
AI_X“_.<XN< va ist nicht HORN.

e (—mavV-bv-cv-...vz)=((aAbACA...) — 2
e [-aV-bV-cV-...]=[(@aAbAcCA...) > fal sch]
e (2 = (wahr — 2 ~> Prolog
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HORNSAT

Theorem: HORNSAT € P (daher vermutlich nicht ... )
Beweis: polynomieller —

Al gori t hnmus HORNSAT(F)
W:={} (*Kumulator far wahr e Variablen *)
r epeat
if F((XaAXA...AX) —Y) €F,y Variable
sodaR fir alle x; gilt dal x; € W abery ¢ W,
then W:=WU{y}
unt i | W andert sich nicht mehr  (* endet! *)
if  V[xAxA...AX,) —falschleF
Jx;, sodaB x; ¢ W (* endet ebenfalls! *)
thenreturn Fisterfillbar (durch W)
el sereturn Fistunerfillbar. /
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MAX2SAT (cont)
sei F¥ /\(VYyiVz) eine beliebige 3CNF Formel,

=1 _ notfalls mit x; = z, oder sogar X; = V.

Dannsei F' ¥ >O. , wobei G; folgendes Gadget ist:
i=1

G ¥

() A (yi) A (z) A (W) A
(=% V=) A=YV =2) A (2z0V =X)A
(% V=W) A (Vi VW) A (VW)
e Angenommen, X;, y; und z sind alle wahr , dann sind 7
Klauseln von G; erfillbar.

e Angenommen, X; und y; sind wahr , dann sind eben-
falls 7 Klauseln von G;j erfillbar.

e Angenommen, nur X; ist wahr , dann sind ebenfalls 7
Klauseln von G; erfllbar.
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Definition: MAX2SAT (auch MAX2CNF genannt)

Gegeben: Eine Formel F in 2CNF und eine Zahl K.
Gefragt: Gibt es eine Wahrheitsbelegung,
sodafl? mindestens K Klauseln von F erfllt sind?

Theorem: MAX2SAT ist NP-vollstandig.

Beweis:
Member ship: Guess und check Argument 4/
Hardness: Wir zeigen 3CNF <, MAX2SAT.

Das bedeutet: Wir mussen ein polynomielles Verfahren
angeben, das eine beliebige 3CNF Formel F in ein
MAX2SAT-Problem < F/, K > umformt, sodaR gilt

F ist erfullbar < mind. K Klauseln von F’ sind erfiillbar.
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e Wenn X;, y; und z f al sch sind, dann sind nur noch
hochstens 6 Klauseln von G; erfullbar.

e \Wegen der Symmetrie der Literale X;, y; und z deckt
dies alle moglichen Falle ab.

e Daher setzen wir K o m:

=) Angenommen, F ist erfullbar. Dann ist in jedem (X; V
Vi <N.v in F mindestens ein Literal wahr und daher
in jedem G; 7 Klauseln erfiillbar, in ganz F’ also 7m.

<) Falls in F’ 7m Klauseln erfillbar sind, dann muR in
jedem G; mindestens ein Literal aus X, y; und z
wahr sein, und daher muR F erfiillbar sein.

e Da die Formel F’' genau 10m Klauseln mit maximaler
Grole 2 hat, ist die Konstruktion sicher in polynomieller
Zeit durchfuhrbar. +/
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Definition: CLIQUE (Maxclique, vollstandiger Subgraph)

Gegeben: (ungerichteter) Graph G = (V,E), ke N

Gefragt: Besitzt G eine Clique der GroRe k? (Eine Cli-
que der GroRe K ist eine Teilmenge V'’ der Knotenmenge
V mit |V'| =k, sodaB Yu,v € V' gilt: {u,v} € E).
Theorem: CLIQUE ist NP-vollstandig.

Beweis:
Member ship: Guess und check Argument /
Hardness: Wir zeigen 3CNF <, CLIQUE.

Das bedeutet: Wir missen ein polynomielles Verfahren
angeben, das eine beliebige 3CNF Formel F in ein
CLIQUE-Problem < G, k > umformt, sodaR gilt

F ist erfullbar < G hat eine Clique der GroRe k
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Ex: F = (X1 V%V =X3) A (=X VX2V X3) A (X1 V X2V X3)
wird zB durch X; = fal sch, xo =fal sch und x3 =
wahr erfillt. Eine entsprechende Clique:
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CLIQUE (cont)

Sei F¥ Ait1(z1Vz2VZ3) eine beliebige 3CNF For-
mel (notfalls aufgestockt wie beim MAX2SAT Beweis, um
auf exakt 3 Literale pro Klausel zu kommen), wobei

Z € {X1,%2,... yU{=X,~X2,... }

)

Ex:F = AX“_. V=XV I_va N AI_XH< X2V va N AXH< X2V va
Dann sei F ein Graph G = (V,E) und k € IN zugeordnet:

v ¥ {11),1,2),13),...,(m1),(m2), (m3)}
£ {{0,0), (P.a)Hi # pund 2, # 25
k¥ m

Komplexitatstheorie (4)  (Wolfgang Slany) 16

CLIQUE (cont)
Es gilt nun: F ist erfullbar durch eine Belegung B

e & esin jeder Klausel ein Literal gibt, das unter B den
Wertwahr hat, zB 21 j,,2j,, - - ; Zm jm

e & esliterale 2 j,, 2 ,, - - -, Zmj, 9ibt, die paarweise
nicht komplementér (z ; # —Zp,q) sind.

e & esKnoten (1, 1), (2, j2), ..., (M, jm) in G gibt, die
paarweise verbunden (z j # —2p ) sind.

e & es eine Clique der GroRe k = min G gibt.

Die Konstruktion ist sicher polynomiell machbar.  /
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Definition: INDEPENDENT SET (Max ... )
Gegeben: (ungerichteter) Graph G = (V,E), ke N
Gefragt: Besitzt G ein Independent Set der GroRe k?
(Ein Independent Set der GroRe K ist eine Teilmenge V'’
der Knotenmenge V mit [V'| = k, sodaB Vu,v € V' gilt:

{u,v} ¢ E).

Theorem: INDEPENDENT SET ist NP-vollstandig.

Beweis:
Member ship: Guess und check Argument 4/
Hardness: CLIQUE <, INDEPENDENT SET.
Bemerkung: Es genugt, den Graphen G = (V,E) des
CLIQUE-Problems < G,k > zum Graphen G’ = (V,E) zu
invertieren ({u,v} € E < {u,v} ¢ E), um das INDE-
PENDENT SET-Problems < G',k > zu bekommen. /
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Definition: VERTEX COVER (Node Cover, Min ... )
Gegeben: (ungerichteter) Graph G = (V,E), ke IN
Gefragt: Besitzt G einen Vertex Cover der GroRe k? (Ein

Vertex Cover der GroRe K ist eine Teilmenge V' CV mit

V'] = k, sodaB V{u,Vv} € E gilt: u€ V' oder v e V).

Theorem: VERTEX COVER ist NP-vollstandig.

Beweis:
Member ship: Guess und check Argument 4/
Hardness: INDEPENDENT SET <, VERTEX COVER.

Bemerkung: | ist ein Independent Set der GroRe | des
GraphenG= (V,E) & V’ LV 1 ist ein Vertex Cover
der GroRe k 2 V|—ivonG. +/
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Invertierter Beispielgraph aus dem Beweis fur Cliqgue mit
Independent Set der GrolRe 3:
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Beispielgraph aus Beweis flr Independent Set mit Vertex
Cover der GroR3e 6:
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Definition: SUBSET SUM (Knapsack, Rucksack)
Gegeben: Zahlen aj,ay,...,ax€Nund b e IN
Gefragt: Gibtes| C {1,2,... ,k} mit 5;c;a =b?

Theorem: SUBSET SUM ist NP-vollstandig.

Beweis:
Member ship: Guess und check Argument 4/
Hardness: 3CNF <, SUBSET SUM.
Sei FE A (21VZ2V7z3) eine beliebige 3CNF Formel
wobei 7 j € {X1,X2,... , Xn} U {=Xy, 7%, ..., Xn} .
Dann ist die Zahl b gegeben durch (zb im Dezimalsystem)

b¥444...44411.. 1
m n

Falls zB F aus 3 Klauseln besteht und darin 5 Variablen
vorkommen, soist b=44411111.
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e (3) Ausgleichszahlen (falls ein Literal f al sch):
c; = 100 00000
¢, = 010 00000
c3 = 001 00000

e (4) Ausgleichszahlen (falls zwei Literale f al sch):

d; = 200 00000
d, = 020 00000
d; = 002 00000
e Es gibt keine Ausgleichszahlen fur den Fall, dal3 drei
Literale f al sch sind :-)

e J erfillende Belegung B &
3 Auswahl A der Zahlen, die sich zu b aufsummiert:
X inBwahr < v;in A
xiinBfal sch< Vviin A
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ZBF = (X0 VX3V X5) A (X1 VX5V Xg) A (—X2 V=X V —Xs)
Wir missen noch die Zahlen g; definieren (4 Klassen):

e (1) Positive Variablenvorkommen (inkl. Anzahl):

v = 100 10000
Vo = 000 01000
vz = 000 00100
v, = 010 00010
vs = 110 00001

e (2) Negative Variablenvorkommen (inkl. Anzahl):

v, = 010 10000
v, = 002 01000
v, = 100 00100
v, = 000 00010
v, = 001 00001
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e Da hinterer Teil von b = 444 11111 nur aus Einsen be-
steht kann nur entweder V; oder V| in A sein; einer da-
von mufd aber drin sein, da die anderen Variablen an
der entsprechenden Stelle alle eine Null stehen haben.

e Bsp: B = {x;,X4} (andere f al sch) ergibt Auswahl
V1, Vi, V3, Va4, V. Summe davon ist 213 11111 (wichtig:
im vorderen Teil sind alle groRRer als Null, da die Aus-
gleichszahlen nur Zahlen gréf3er als Null ausgleichen
konnen, und hinten sind alle Eins, dh alle Variablen ha-
ben einen Wert zugewiesen bekommen).

e Durch Hinzunehmen von geeigneten Ausgleichzahlen,
in diesem Fall dy, Cy, db, C3, erhalten wir die gewtinschte
Summe b =444 11111.

e Da es keine Ubertrage zwischen den Stellen gibt,
Jfunktioniert* der Beweis in beide Richtungen. ,\



