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Gliederung

e Wasist ein EntscheidungsproblenBerechnungsprobler
o Komplexitatvon AlgorithmenundProblemen
e NP-wllstandigeProbleme

e DreiLOsungsarize:
— Randomisiertéokale Suche
— Approximation
— ldentifikationleichtlosbareiSubklassen

Ubersichtsertrag,keinemathematischeBetails.



Das Rucksackproblem

GEGENSRAND GEWICHT WERT

Luster 5500 14300.-
Schatulle 3200 8000.-
Schwert 1500 8500.-
Bild 3400 6800.-

Allgemeine Problemformulierung:

Angabe:GegeberListe von Eintragen{Gegengand, Gewicht, Preis), sowie
MaximalesGewicht G, geviinschteMWertW

Frage: Gibt eseineMengeS C Geggensande,sodal3

gewicht(x) <G und preis(x) >W ?



Berechnungspioblem

BerechneeineL0sungS, sodal3

gewicht(x) <G und preis(x) > W

Berechnungspioblem mit Optimierung

BerechneeineL0sungS, sodal3

devvicht(x) <G und Zspreis(x) maximal
Xe

Xe

Ahnliche Probleme: Frachtraumplanund,agerplanung,
Verschnittoptimierunginlagenoptimierung.



Problem/Probleminstanz

Problem: AbstrakteProblemstellungghnekonkreteDaten.
Instanz:. KonkreteAngabe.

Zu einemProblemexistiereni.a. unendlichviele Instanzen.
Grol3eeiner Instanz: AnzahlderverwendeterXeichen.

Viele interessant®roblemebeziehersichauf Graphen:




Graph-Dr eifarbbarkeit

Angabe: Ein GraphG.
Frage: Ist G dreifarbbar?

Beispieleflr Instanzen:

BerechnungsproblenBerechnesinekorrekte3-Farlkung.




DasTraveling SalespersorProblem (TSP)

Angabe: Ein Stral3ennet& mit DistanzenZahl M.

Frage: Gibteseine“Tour” mit Gesamtnge< M?

BerechnungsproblenBerechneoptimaleTour.



KombinatorischesKr euzwortr atsel

Angabe: Rasterfur Kreuzwortratsel, Worterhuch.

Frage: Kannich dasRasteffullen?

WOERTERBUCH

AUTOMAT
BERGSTEIGER
BODENBELAG
CHEMIE

DAMPFWALZE
DARLEHEN

EIGENART




Zeitkomplexitat von Algorithmen

AnzahlderRechenschrittedie ein Algorithmuszur LosungeinesProblems
braucht(worstcase).

, EXPONENTIELL

ZEIT

POLYNOMIELL

INSTANZ-GROESSE



Inh arente Problemkomplexitat

Problemeentsteidbaroderunentsbeidbar
Wir betrachterier nurentscheidbar@robleme.

Ein Problemist sokomplex wie derbestnoglicheAlgorithmuszu seiner
Losung.
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PROBL.

BEWEISBAR EXPONENTIELL
Logische Theorie der Reellen Zahlen

Domino Probleme

BEWEISBAR POLYNOMIELL
Finde kuerzeste Wege zwischen Graphknote

Lineare Programmierung
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PROBL.

BEWEISBAR EXPONENTIELL
Logische Theorie der Reellen Zahlen

Domino Probleme

NP-VOLLSTAENDIG
Rucksackproblem 3000
Graph-Dreifaerbkarkeit
Traveling Salesman
Kreuzwortraetsel
Erfuellbarkeit (SAT)

weitere
Probleme

BEWEISBAR POLYNOMIELL

Finde kuerzeste Wege zwischen Graphknote
Lineare Programmierung

12



NP

NP: Nichtdeterministiscipolynomiell

Paradigma:GuessandCheck

EXPTII\/IE

—--

Kein Problemin NP konntebisheralsnichtpolynomielloenviesenwerden.

Fur viele Probleman NP kenntmanaberkeinenpolynomiellenAlgorithmus.
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NP-vollstandige Probleme

Feinstruktur der Klasse NP

NPV: Die schwersterProblemannerhalbvon NP.

Alle polynomiellineinandeitiberiihrbar

Einespolynomiell=- alle polynomiell,d.h. NP=P
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L osungsanatze

NP-wllstandigeProblemdretenin derPraxishaufigauf.
Siemussemit akzeptablemMethodengelostwerden.

Dreil Ansatze:
e Randomisiertéokale Suche
e Approximation

e |dentifikationleichtldosbarelSubklassen
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Randomisiertelokale Suchel

Vorgegeben:Bewertungsfunktiorfur LosungskandidateZeitlimit.

Verfahren:
1. ErzeugezufalligenLosungskandidaten.
2. Fuhresolangewie moglich lokale Verbesserungeaurch.
3. WennLosunggefunden:Ausgeberund Programmbeenden.
4. WennZeitlimit erreicht,Abbruch:“K eineLdsunggefunden”

5. Gehezu Schritt1.
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LOESUNGEN

oo SUCHRAUI\/I

Beispielfur Bewertungsfunktior(bei Dreifarbbarleit): Anzahlderkorrekt
gefarbtenKanten.

VerfeinerungenGradientensuchdahkusuche SimuliertesAusglihen,
genetischélgorithmen,usw
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VorteillederrandomisiertemokalenSuche:

Funktionierterstaunlichgut fur viele Problemevon Praktischer
Relevanz.

Fuhrtdannmit hoherWahrscheinlichkit zum Erfolg.
Liefert vollstandigelL dsungen.

Ist ein natirlichesVerfahren.

Nachteile:

Funktioniertschlechtfalls keineL 0sungexistiert.
Liefert keinen“Unl 0sbarleitsbeaveis”
Funktioniertschlechtbei Instanzermit wenigenLosungen.

Funktioniertnur mit Bewertungsfunktion(Z.B. nichtgeeignetzum
Knackenvon codes.)
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Approximation von Berechnungspioblemen

Ziel: FindeanraherndoptimaleLdsungbzgl. Bewertungsfunktiorw.

Ein Maximierungsproblenmst e-approximierbarwenneseseinen
AlgorithmusT mit polynomiellerLaufzeitgibt, sodal3:
Fur alle Instanzerx
maxwv(X) — w(T (X))
maxw(X)

<g

Approximationsgrag(A) einesMaximierungsproblema: Grol3teuntere
Schranle fur e-Approximierbarleit.

Y(A) =inf{e | Aiste— approximierbay.
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Beispiele

e V(RUCKSACK) = 0; beliebigapproximierbar
e V(TSP =1 auBBerP=NP;uberhauphichtapproximierbar
e Y(TSP/EUCLID.) < =.

Y(A) = 0 bedeutenicht, daRA polynomielllosbar!
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Vorteil der Approximationsmethode:

e Approximationin derPraxisoft ausreichengdbrauchekeineexakte
Losung).

e AuchaufmanchedewneisbarexponentielleProblemeanwendbar
Nachtelle:

e WenigepraktischeProblemeapproximierbar

e Nicht auf Entscheidungsproblenswendbar

ApproximationstheorieEleganterundreichhaltigeiZweig dertheoretischen
Informatik. (Doz. Woginger TU Graz).
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Identifikation von Polynomiellen Subklasser]

HoheKomplexitat oft nurin “worstcases’gegeben.
VertrackteStrukturderworstcaseProbleminstanzen.

Fur EingabeneinfachereiStrukturwirdepolynomiellerAlgorithmus
existieren.

In derPraxissindviele Eingabeinstanzerinfach.

Daher:
e DefinieregeeignetgolynomielllosbareSubklassen. Instanzen.
e Zeige,dal’Zugelorigkeitstesipolynomiellist.

e EntwicklegutepolynomielleAlgorithmenfir dieseKlassen.



Beschiankte Baumweite (boundedtr eewidth)

Bei graphbasierteRroblemenst hoheKomplexitat meistdurchZyklizit at
bedingt.

Fur azyklistie Graphersind Problemeoft trivial losbar (—3COL)
Viele Graphenproblemsindauchfur Instanzemiedeer Zyklizitat |osbar

Malfur denzZyklizitatsgradeinesGraphen?

Baumweite (Robertsorund Seymour)

Basiertauf demKonzepteinerBaumdekmposition.
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Tree decomposition of width 2 of G
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BaumweiteeinesGraphenKleinstmiglicheWeite von Baumzerlgung.

bw(G)

Satz. (Bodlaender)Fur fixe Konstantk kannmanin linearerZeit
feststellenpb bw(G) < k.

Viele NP-wlistandigeGraphproblemsindfur Graphemit konstant
beschankterBaumweitan linearerZeit losbar

Bsp. Dreifarbbarleit (3COL).
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Verbindung zur Logik

Satz. (Fagin): JedeNP-ProblemiberGraphenaldtsichdurcheine
existentielleFormelder Pradikatenlogikzweiter Stufe (SO) darstellen.

NP=ESO

Monadische$SO (MSO): Teilklassevon SO, nur Mengewariablen aber
keinemehrstlligenRelationemariablenzugelassen.

Dreifarbbarleit € MSO.

Satz.(Courcelle):Alle Graphproblemejie sichin MSO darstellerlassen,
sindpolynomiellfur Graphemmit konstantoeschankterBaumweite.



Dreifarbbark eit als MSO-Formel |

Der Graphwird als Struktur(U, E) angesehen.

U: UniversumMengederKnoten;E: Kanten,2stelligeRelation.

(3R, G, B)

|

(VX (R(X) VG(X) VB(X)))
(VX(R(X) = (=G(x) A—B(x))))

> > > > > >
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Viele ProblemdassersichbessedurchHypegraphenalsdurchGraphen
beschreiben.

CSPinstancd Hypemgraph#,
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Dekompositionvon Hypergraphen

Dzt. intensvesForschungsgebie¥orschhge:
e Hypegraph-Delomposition/-\Wite Robertsorund Seymour.

e Query-Delbmposition/-\Wite Chekuriund Rajaraman.

Satz. (ChekuriundRajaraman)Hypemgraphbasiert€SP-Problemesind
polynomiell,wennHypemgraph-VWite konstantheschankt.

A4

Frage: KannmanHypegraphervon beschr Weite leicht erkennen”

Antwort: nein!

Satz. (G.,Leone,Scarcello):Fur k > 3 ist diesesf=rkennungsproblem
NP-wllstandig.



Hypertr ee Decompositions|

NeuerAnsatzzur Hypegraphendetmposition.

Hypemgraph#,

{1,2,3,4,5,20,21, 22,23, 24, 25,26}  {1H, 20H}

{1,7,11, 16, 20, 22} {1V, 20H]

i

{5, 8,14, 18, 24, 26} {5V, 20H]

{11, 12,13, 17,22} {11H, 13V}

{8,9, 10, 6, 15, 19, 26}  {8H, 6V

A hypertreedecompositiorof width 2
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Fakten zur Hypertr ee-Weite

Satz. Hypemgraphbasiert€SP-Problemsind polynomiell,wenn
Hypertree-Véite konstantbeschankt.

Satz. Furjedefixe Konstante&k kannin polynomiellerZeit festgestellt
werden,0ob ein Hypelgraphdurchk beschankteHypertree-Véite hat.

Satz. VG : Hypertree-Wéite(G) < Query-Weite(G).

Daherist unserAnsatzallgemeineundumschlie3mehrinstanzen.



Vorteile der Verwendungsolcherpolynomieller Subklassen

¢ In vielenAnwendungsbereichdmbenfastalle “natirlichen” Eingaben
Hypertree-Véite < 5.

e Auch negative Instanzerwerdenerkannt.

e HoherParallelisierungsgrader Subklasse(LOGCFL).
Nachteile:

e Sagtnichtsuberinstanzervon grol3enNeite.

e Bei hypegraphbasierteMethodensteigtPolynomgradnit Baumweite.
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Schluf3

e Wasist ein EntscheidungsprobleniBerechnungsprobler
o Komplexitatvon AlgorithmenundProblemen
e NP-wllstandigeProbleme

e DreiLOsungsarize:
— Randomisiertéokale Suche
— Approximation

— |dentifikationleichtlosbareiSubklassen

In allenTeilbereicheroffeneProbleme Aktive Forschung.

QuantencomputeNicht zur polynomiellenL6sungvon NPV-Probleme
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geeignetaberfur Subklassd&rPvon NP,
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