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2

Gliederung

� Wasist einEntscheidungsproblem/ Berechnungsproblem?

� Komplexität von AlgorithmenundProblemen

� NP-vollständigeProbleme

� Drei Lösungsans̈atze:

– RandomisiertelokaleSuche

– Approximation

– Identifikationleicht lösbarerSubklassen

Übersichtsvortrag,keinemathematischenDetails.
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DasRucksackproblem

GEGENSTAND GEWICHT WERT

Luster 5500 14300.-

Schatulle 3200 8000.-

Schwert 1500 8500.-

Bild 3400 6800.-����� ����� �����

AllgemeineProblemformulierung :

Angabe:GegebenListevon Einträgen
�
Gegenstand� Gewicht � Preis� , sowie

MaximalesGewicht G, gewünschterWertW

Frage: Gibt eseineMengeS � Gegensẗande,sodaß

∑
x � S

gewicht � x	�
 G und ∑
x � S

preis� x 	
� W ?
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Berechnungsproblem

BerechneeineLösungS, sodaß

∑
x � S

gewicht � x	

 G und ∑
x � S

preis� x	�� W

Berechnungsproblemmit Optimierung

BerechneeineLösungS, sodaß

∑
x � S

gewicht � x 	

 G und ∑
x � S

preis� x 	 maximal

Ähnliche Probleme: Frachtraumplanung,Lagerplanung,

Verschnittoptimierung,Anlagenoptimierung.
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Problem/Probleminstanz

Problem: AbstrakteProblemstellungohnekonkreteDaten.

Instanz: KonkreteAngabe.

Zu einemProblemexistiereni.a. unendlichviele Instanzen.

Größeeiner Instanz: AnzahlderverwendetenZeichen.

Viele interessanteProblemebeziehensichaufGraphen:
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Graph-Dr eifärbbarkeit

Angabe: Ein GraphG.

Frage: Ist G dreifärbbar?

Beispielefür Instanzen:

Berechnungsproblem:Berechneeinekorrekte3-Färbung.
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DasTraveling SalespersonProblem(TSP)

Angabe: Ein StraßennetzG mit Distanzen,Zahl M.

Frage: Gibt eseine“Tour” mit Gesamtl̈ange
 M?

4
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6
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8
6 7
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3.9
6

Berechnungsproblem:BerechneoptimaleTour.
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KombinatorischesKr euzwortr ätsel

Angabe: Rasterfür Kreuzworträtsel,Wörterbuch.

Frage: Kannich dasRasterfüllen?

��������� ��������� ���������

WOERTERBUCH

��������������������! "����#$���������%���&'����()���*�+ ���,#$�%-���,."/10,��(323�%-����(3� + ��&��#$����&4�5�!�
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Zeitkomplexität von Algorithmen

AnzahlderRechenschritte,dieein AlgorithmuszurLösungeinesProblems

braucht(worstcase).
Z

E
IT

INSTANZ-GROESSE



10

InhärenteProblemkomplexität

Problemeentscheidbaroderunentscheidbar.

Wir betrachtenhier nurentscheidbareProbleme.

Ein Problemist sokomplex wie derbestm̈oglicheAlgorithmuszuseiner

Lösung.
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Lineare Programmierung

BEWEISBAR EXPONENTIELL
Logische Theorie der Reellen Zahlen

Domino Probleme

Logische Theorie der Reellen ZahlenLogische Theorie der Reellen Zahlen

6�7�8:9!;"<

BEWEISBAR POLYNOMIELL

Finde kuerzeste Wege zwischen Graphknoten
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BEWEISBAR EXPONENTIELL
Logische Theorie der Reellen Zahlen

Domino Probleme

Logische Theorie der Reellen ZahlenLogische Theorie der Reellen Zahlen

6�7�8:9!;"<

BEWEISBAR POLYNOMIELL

Finde kuerzeste Wege zwischen Graphknoten
Lineare Programmierung

NP-VOLLSTAENDIG

Traveling Salesman
Kreuzwortraetsel
Erfuellbarkeit (SAT)

Rucksackproblem
Graph-Dreifaerbkarkeit

3000
weitere

Probleme
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NP

NP: Nichtdeterministischpolynomiell

Paradigma:GuessandCheck

EXPTIME

NP

P

Kein Problemin NPkonntebisheralsnichtpolynomiellbewiesenwerden.

Für vieleProblemein NPkenntmanaberkeinenpolynomiellenAlgorithmus.
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NP-vollständigeProbleme

Feinstruktur der Klasse NP

P3COL

TSP
SAT

KWR

NPVRUCK

NPV: Die schwerstenProblemeinnerhalbvonNP.

Alle polynomiell ineinander̈uberf̈uhrbar

Einespolynomiell = alle polynomiell,d.h.NP=P.
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Lösungsans̈atze

NP-vollständigeProblemetretenin derPraxishäufigauf.

Siemüssenmit akzeptablenMethodengelöstwerden.

Drei Ansätze:

� RandomisiertelokaleSuche

� Approximation

� Identifikationleicht lösbarerSubklassen
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Randomisiertelokale Suche

Vorgegeben:Bewertungsfunktionfür Lösungskandidaten;Zeitlimit.

Verfahren:

1. ErzeugezufälligenLösungskandidaten.

2. Führesolangewie möglich lokaleVerbesserungendurch.

3. WennLösunggefunden:AusgebenundProgrammbeenden.

4. WennZeitlimit erreicht,Abbruch:“K eineLösunggefunden”

5. GehezuSchritt1.
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SUCHRAUM

LOESUNGEN

Beispielfür Bewertungsfunktion(bei Dreifärbbarkeit): Anzahlderkorrekt

gef̈arbtenKanten.

Verfeinerungen:Gradientensuche,Tabusuche,SimuliertesAusgl̈uhen,

genetischeAlgorithmen,usw.
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VorteilederrandomisiertenlokalenSuche:

� Funktionierterstaunlichgut für vieleProblemevon Praktischer

Relevanz.

� Führtdannmit hoherWahrscheinlichkeit zumErfolg.

� Liefert vollständigeLösungen.

� Ist ein naẗurlichesVerfahren.

Nachteile:

� Funktioniertschlecht,falls keineLösungexistiert.

� Liefert keinen“Unl ösbarkeitsbeweis”

� Funktioniertschlechtbei Instanzenmit wenigenLösungen.

� Funktioniertnur mit Bewertungsfunktion.(Z.B. nichtgeeignetzum

Knackenvon codes.)
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Approximation von Berechnungsproblemen

Ziel: Findeann̈aherndoptimaleLösungbzgl. Bewertungsfunktionw.

Ein Maximierungsproblemist ε-approximierbar, wenneseseinen

AlgorithmusT mit polynomiellerLaufzeitgibt, sodaß:

Für alle Instanzenx
maxw � x	?> w � T � x	�	

maxw � x	 
 ε

Approximationsgradγ � A	 einesMaximierungsproblemsA: Größteuntere

Schranke für ε-Approximierbarkeit.

γ � A	A@ inf B ε C A ist ε > approximierbarDFE
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Beispiele

� γ � RUCKSACK 	G@ 0; beliebigapproximierbar.

� γ � TSP	G@ 1 außerP=NP;überhauptnichtapproximierbar.

� γ � TSPH EUCLID EI	J
 1
3 E

γ � A	K@ 0 bedeutetnicht,daßA polynomiell lösbar!
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Vorteil derApproximationsmethode:

� Approximationin derPraxisoft ausreichend(brauchekeineexakte

Lösung).

� AuchaufmanchebeweisbarexponentielleProblemeanwendbar.

Nachteile:

� WenigepraktischeProblemeapproximierbar.

� Nicht aufEntscheidungsproblemeanwendbar.

Approximationstheorie:EleganterundreichhaltigerZweigdertheoretischen

Informatik. (Doz. Wöginger, TU Graz).
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Identifikation von PolynomiellenSubklassen

HoheKomplexität oft nur in “worstcases”gegeben.

VertrackteStrukturderworstcaseProbleminstanzen.

Für EingabeneinfachererStrukturwürdepolynomiellerAlgorithmus

existieren.

In derPraxissindviele Eingabeinstanzeneinfach.

Daher:

� Definieregeeignetepolynomiell lösbareSubklassenv. Instanzen.

� Zeige,daßZugeḧorigkeitstestpolynomiell ist.

� EntwicklegutepolynomielleAlgorithmenfür dieseKlassen.
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Beschr̈ankte Baumweite(boundedtr eewidth)

Bei graphbasiertenProblemenist hoheKomplexität meistdurchZyklizit ät

bedingt.

Für azyklischeGraphensindProblemeoft trivial lösbar. ( L 3COL)

VieleGraphenproblemesindauchfür Instanzenniederer Zyklizität lösbar.

Maßfür denZyklizit ätsgradeinesGraphen?

Baumweite(RobertsonundSeymour)

BasiertaufdemKonzepteinerBaumdekomposition.
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BaumweiteeinesGraphen:KleinstmöglicheWeitevon Baumzerlegung.

bw� G	

Satz. (Bodlaender):Für fixeKonstantek kannmanin linearerZeit

feststellen,ob bw� G	J
 k.

VieleNP-vollständigeGraphproblemesindfür Graphenmit konstant

beschr̈ankterBaumweitein linearerZeit lösbar.

Bsp.Dreifärbbarkeit (3COL).
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Verbindung zur Logik

Satz. (Fagin): JedesNP-ProblemüberGraphenläßtsichdurcheine

existentielleFormelderPr̈adikatenlogikzweiterStufe(SO)darstellen.

NP=ESO

MonadischesSO(MSO): Teilklassevon SO,nurMengenvariablen,aber

keinemehrstlligenRelationenvariablenzugelassen.

Dreifärbbarkeit M MSO.

Satz. (Courcelle):Alle Graphprobleme,die sichin MSO darstellenlassen,

sindpolynomiellfür Graphenmit konstantbeschr̈ankterBaumweite.



28

Dreifärbbarkeit als MSO-Formel

DerGraphwird alsStruktur
�
U � E � angesehen.

U : Universum,MengederKnoten;E: Kanten,2stelligeRelation.
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VieleProblemelassensichbesserdurchHypergraphenalsdurchGraphen

beschreiben.

1 2 3 4 5 6
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11 12 13 14 15

16 17 18 19

20 21 22 23 24 25 26
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CSPinstanceI Hypergraph I
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Dekompositionvon Hypergraphen

Dzt. intensivesForschungsgebiet.Vorschl̈age:

� Hypergraph-Dekomposition/-WeiteRobertsonundSeymour.

� Query-Dekomposition/-WeiteChekuriundRajaraman.

Satz. (ChekuriundRajaraman):HypergraphbasierteCSP-Problemesind

polynomiell,wennHypergraph-Weitekonstantbeschr̈ankt.

Frage: KannmanHypergraphenvon beschr. Weiteleicht erkennen?

Antwort: nein!

Satz. (G., Leone,Scarcello):Für k a 3 ist diesesErkennungsproblem

NP-vollständig.
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Hypertr eeDecompositions

NeuerAnsatzzurHypergraphendekomposition.
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6V
5V

20H

13V

11H1V

1H

8H

{8, 9, 10, 6, 15, 19, 26}     {8H, 6V}{11, 12, 13, 17, 22}     {11H, 13V}

{5, 8, 14, 18, 24, 26}     {5V, 20H}{1, 7, 11, 16, 20, 22}     {1V, 20H} 

{1, 2, 3, 4, 5, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26}      {1H, 20H}

Hypergraph I A hypertreedecompositionof width 2
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Fakten zur Hypertr ee-Weite

Satz. HypergraphbasierteCSP-Problemesindpolynomiell,wenn

Hypertree-Weitekonstantbeschr̈ankt.

Satz. Für jedefixeKonstantek kannin polynomiellerZeit festgestellt

werden,ob ein Hypergraphdurchk beschr̈ankteHypertree-Weitehat.

Satz. b G : Hypertree-Weite(G) 
 Query-Weite(G).

Daherist unserAnsatzallgemeinerundumschließtmehrInstanzen.
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Vorteile der Verwendungsolcherpolynomieller Subklassen

� In vielenAnwendungsbereichenhabenfastalle “natürlichen”Eingaben

Hypertree-Weite 
 5.

� Auchnegative Instanzenwerdenerkannt.

� HoherParallelisierungsgradderSubklassen(LOGCFL).

Nachteile:

� SagtnichtsüberInstanzenvon großerWeite.

� Bei hypergraphbasiertenMethodensteigtPolynomgradmit Baumweite.
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Schluß

� Wasist einEntscheidungsproblem/ Berechnungsproblem?

� Komplexität von AlgorithmenundProblemen

� NP-vollständigeProbleme

� Drei Lösungsans̈atze:

– RandomisiertelokaleSuche

– Approximation

– Identifikationleicht lösbarerSubklassen

In allenTeilbereichenoffeneProbleme.Aktive Forschung.

Quantencomputer:Nicht zurpolynomiellenLösungvon NPV-Probleme
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geeignet;aberfür SubklasseRPvon NP.


