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A
pproxim

ierbarkeit
von

N
P

P
rob

lem
en

�

A
pproxim

ations-A
lgorithm

en:in
polynom

ieller
Z

eitw
ird

ein
R

esultatgefunden,das
garantiert

höchstens
einen

vorgegebenen
A

bstand
zuroptim

alen
Lösung

aufw
eist.

�

O
bw

ohl
sich

alle
N

P
-vollständigen

P
roblem

e
ineinan-

der
m

itpolynom
iellem

A
ufw

and
reduzieren

lassen,ver-
halten

sie
sich

in
B

ezug
auf

ihre
A

pproxim
ierbarkeit

höchstunterschiedlich.

�

In
den

letzten
Jahren

hat
eine

dram
atische

E
ntw

ick-
lung

durch
eine

neue
C

harakterisierung
von

N
P

ein-
gesetzt:�

durch
das

faszinierende
P

C
P

-T
heorem

konnte
die

A
pproxim

ierbarkeit
bzw

N
ichtapproxim

ier-
barkeit

von
vielen

kom
binatorischen

O
ptim

ierungspro-
blem

en
w

esentlich
genauer

erm
itteltw

erden.
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D
efinition:

N
P

O
:K

lasse
aller

O
ptim

ierungsproblem
e,de-

ren
E

ntscheidungsvariante
in

N
P

liegt:
G

eg
eben:

A �
� I� L� w� z� �

N
P

O
w

obei

�

I ���

M
enge

der
Instanzen

von
A

,erkennbar
in

polyno-
m

ieller
Z

eit.

�

L� x�

m
it

x�

I ���

M
enge

der
Lösungen

von
In-

stanz
x.

D
ie

einzelnen
Lösungen

sind
dabeipolynom

i-
ell

längenbegrenzt,
dh

es
gibt

ein
P

olynom
p,

sodaß

�

x�

I
und�

s�

L� x�

gilt:	 s	 


p�	 x	� .W
eiters

gilt,daß

�

y�	 y	 


p�	 x	� ,die
Frage

ob
y�

L� x�

in
polynom

ieller
Z

eitentscheidbar
ist.

�

w� x� s�

m
it

s�

L� x� ���

” W
ert“

von
Lösung

s
von

x,
ebenfalls

in
polynom

ieller
Z

eitberechenbar.

�

z�
� m

ax� m
in ���

Z
iel,entscheidet,ob

es
sich

um
ein

M
axim

ierungs-
oder

M
inim

ierungsproblem
handelt.

�
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G
efra

gt:
O

ptim
ale

Lösung
y

und
deren

” W
ert“

opt� x�

def

�

w� x� y� �

z� w� x� s��

s�

L� x�

B
em

erkung:
Falls

ein
N

P
O

P
roblem

in
polynom

ieller
Z

eit
lösbar

ist
(K

lasse
P

O
),

dann
ist

es
seine

E
ntscheidungs-

variante
klarerw

eise
ebenfalls.

D
efinition:

K
ürzester

P
fad

(S
H

O
R

T
E

S
T

PAT
H

):
G

eg
eben:

G �
� V� E�

und
K

noten
a� e�

V
.

G
efra

gt:
K

ürzester
P

fad
von

a
nach

e.
T

heorem
:

K
ürzester

P
fad�

P
O

.
B

ew
eis:

B
reitensuche

m
itM

arkierung
von

bereits
besuch-

ten
K

noten.�

U
m

gekehrtgilt,daß
falls

P� �

N
P

und
das

E
ntscheidungs-

problem
N

P
-vollständig

ist,dann
kann

das
entsprechende

N
P

O
P

roblem
nicht

in
polynom

ieller
Z

eit
lösbar

sein.
D

a-
her

suchtm
an

Lösungen
m

itA
pproxim

ationsgarantien.
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D
efinition:

S
eiA �

� I� L� w� z� �

N
P

O
und

x�

I� y�

L� x� .
D

ann
istdas

perform
ance

ratio
von

y
in

B
ezug

aufx

R� x� y�

def

�

m
ax�

w� x� y�

opt� x�
���
�

z �

m
in � opt� x�

w� x� y�
���
�

z �

m
ax � �

1�

�
W

arn
ung ��

V
erw

irrendere
A

lternativen:

ratio
bound:R �� x� y�

def

�

1
R� x� y� �

� 0� 1�

relative
error

bound:R ��� x� y�

def

�

1 �

R �� x� y� �
 0� 1�

D
efinition:

M
istein

r� n� -approxim
ations

A
lgorithm

us
für

A �
� I� L� w� z� �

N
P

O
und

r
:!" #�

 1� ∞�

w
enn

�

x�

I� M� x� �
L� x�

und
R� x� M� x�� 


r�	 x	� �

D
efinition:

Falls
M

auß
erdem

polynom
iellzeitbeschränkt

ist,dann
nennen

w
irA

r� n� -approxim
ierbar.
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D
efinition:

E
in

N
P

O
P

roblem
A

ist
in

der
K

lasse
A

P
X

w
enn

es
ε-approxim

ierbar
für

ein
konstantes

ε$

1
ist.

B
eispiel:M

inim
um

V
ertex

C
over

G
eg

eben:
G

raph
G �

� V� E� .
G

efra
gt:

K
leinster

V
ertex

C
over

(W
h:

E
in

V
ertex

C
over

ist
eine

Teilm
enge

V �%
V

,
sodaß�� u� v �

E
gilt:u�

V �

oder
v�

V �

,�

jede
K

ante
aus

E
w

ird
von

m
indestens

einem
K

noten
aus

V �

abgedeckt,dh
berührt).

T
heorem

:
M

inim
um

V
ertex

C
over

ist2-approxim
ierbar,dh

M
inim

um
V

ertex
C

over�
A

P
X

.

B
ew

eis:
D

as
entsprechende

E
ntscheidungsproblem

V
er-

tex
C

over
istN

P
-vollständig.W

ir
führen

einen
polynom

iel-
len

2-approxim
ations

A
lgorithm

us
für

M
inim

um
V

ertex
C

o-
ver

vor.

�
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A
l
g
o
r
i
t
h
m
u
s

V
ertexC

over-2-A
pprox� V� E�

w
h
i
l
e

E� �
�

d
o

N
im

m
eine

beliebige
K

ante� u� v �

E
.

F
üge

sow
ohlu

als
auch

v
zum

V
ertex

C
over

hinzu.
E

ntferne
alle

von
u

oder
v

abgedeckten
K

anten
aus

E
.

�

D
as

R
esultatistsicher

ein
V

ertex
C

over.

Frage:
Ist

es
sicher

höchstens
doppelt

so
groß

w
ie

das
O

ptim
um

?

A
ntw

ort:
Ja:

B
etrachte

nur
die

K
anten,

die
von

dem
A

l-
gorithm

us
ausgew

ählt
w

urden.
K

eine
zw

eidavon
können

einen
gem

einsam
en

K
noten

haben.
D

aher
m

uß
bereits

ein
V

ertex
C

over
von

nur
diesen

K
anten

jew
eils

m
inde-

stens
einen

der
beiden

K
noten

enthalten,
dh

m
indestens

halb
so

groß
sein

w
ie

der
gefundene

V
ertex

C
over.�
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B
eispiel:B

illigste
R

undreise
für

H
andelsreisenden

(T
S

P
).

�

T
heorem

:
W

äre
T

S
P

für
ein

bestim
m

tes
ε$

1
ε-approxim

ierbar,dann
w

ürde
dies

P �

N
P

bedeuten
und

w
ir

könnten
T

S
P

auch
exaktin

P
lösen:

D
aher:

P� �

N
P&

T
S

P� �

A
P

X �

B
ew

eis:
W

ir
reduzieren

m
it

polynom
iellem

A
ufw

and
ein

bekanntes
N

P
-vollständiges

P
roblem

(beliebige
H

am
ilto-

nian
C

ycle
Instanz

G �
� V� E� )

aufeine
spezielle

T
S

P
In-

stanz
m

it	 V	 S
tädten,

für
die

w
ir

die
E

xistenz
eines

po-
lynom

iellen
ε-approxim

ations
A

lgorithm
us

annehm
en,so-

daß
sich

daraus
ein

polynom
iellerA

lgorithm
us

fürdas
N

P
-

vollständige
P

roblem
ergäbe.

W
ir

schließ
en

daraus,
daß

,
falls

P� �

N
P

,
es

kein
solches

ε$

1
geben

kann.
D

ie
R

e-
duktion

siehtw
ie

folgtaus:

M
i� j �

'

1
falls� i� j �

E
ε	 V	

falls� i� j � �

E
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W
ir

lassen
unseren

hypothetischen
polynom

iellen
ε-approxim

ations
A

lgorithm
us

aufdie
so

konstruierte
T

S
P

Instanz
los.E

s
kann

nur
zw

eiF
älle

geben
(gap-Technik):

1.w� x� y� �
	 V	 :D

a
ε$

1
konnten

nur
K

anten
m

itM
i� j �

1,dh
K

anten
aus

G
durchlaufen

w
erden,und

die
R

und-
reise

istdaher
auch

ein
H

am
iltonian

C
ycle.

2.Falls
um

gekehrt
auch

nur
eine

K
ante

in
der

R
und-

reise
durchlaufen

w
urde,

die
nicht

in
G

ist,
dann

m
uß

w� x� y� �
ε	 V	 (

γ
m

itγ$

0
sein.D

a
es

sich
um

einen
ε-approxim

ations
A

lgorithm
us

handelt,gilt:

R� x� y� �
ε	 V	 (

γ
opt� x� 


ε

)
	 V	 *

opt� x�

und
daher

kann
G

keinen
H

am
iltonian

C
ycle

haben.

D
am

it
haben

w
ir

aber
in

polynom
ieller

Z
eit

das
N

P
-

vollständige
P

roblem
entschieden�

W
iderspruch.�



K
om

plexitätstheorie
(6)

(W
olfgang

S
lany)

9

D
efinition:

S
eiA �

� I� L� w� z� �

N
P

O
.E

in
A

lgorithm
us

M
istein

approxim
ation

schem
e

fürA
falls�

x�

I
und�

ε$

1�

R� x� M� x� ε�� 


ε �

D
efinition:

E
in

N
P

O
P

roblem
istin

derK
lasse

P
TA

S
w

enn
es

ein
polynom

ial-tim
e

approxim
ation

schem
e

hat.

�

W
arn

ung �

D
ie

K
onstanten

im
P

olynom
könnten

expo-
nentiellw

achsen
w

enn
ε

sich
an

1
annähert(zB

P
olynom

e
der

F
orm

2
1+� ε ,

1�p�	 x	�

oder	 x	 1+� ε ,
1�).

U
m

das
W

achs-
tum

aufpolynom
ielles

einzuschränken
definieren

w
ir:

D
efinition:

E
in

N
P

O
P

roblem
ist

in
der

K
lasse

F
P

TA
S

,
w

enn
es

ein
fully

polynom
ial-tim

e
approxim

ation
schem

e
dafür

gibt,
dessen

A
usführungszeit

also
durch

q�	 x	 � 1�� ε �

1��

begrenztist,w
obeiq

ein
P

olynom
ist.
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B
eispiel:T

heorem
:

R
ucksack�

F
P

TA
S

.

B
ew

eis:
S

eix
eine

R
ucksack-Instanz

w
ie

folgt
gegeben:

n
O

bjekte,
jedes

m
it

W
ert

v
i �

!"

und
G

ew
icht

w
i �

!"

,
m

axim
ale

K
apazitätW�

!"

,
gesucht

istS%� 1� 2� ���
� n

m
it∑

i-

S w
i


W
m

it∑
i-

S v
i m

axim
al.

D
er

früher
besprochene

pseudopolynom
ielle

A
lgorithm

us
für

R
ucksack

verhielt
sich

proportional
zu

W
.

D
ual

geht
das

auch
m

it
den

W
erten

statt
m

it
den

G
ew

ichten.
S

ei
V

def

�

m
ax� v

1� ���
� v

n .
W

ir
definieren

für
i�

� 0� 1� ���
� n

und
v�

� 0� ���
� nV

den
W

ertW� i� v�

als
das

kleinste
G

e-
w

icht,w
enn

m
an

genau
W

ertv
aus

den
ersten

i
O

bjekten

ausw
ählt:�

i
W� i� 0�

def

�

0� �

v� �

0
W� 0� v�

def

�

∞
:

W� i(

1� v�

def

�

m
in� W� i� v�

���
�

i.

1/ - � W� i� v �

v
i.

1� (

w
i.

1

�

��

�

i.

1-
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A
m

E
nde

w
ird

der
größ

te
W

ert
v�

W� n� v� 


W
aus-

gew
ählt.

O
ffensichtlich

löst
dieser

dynam
ic

program
m

ing
A

lgorithm
us

das
P

roblem
in0� n

2V� .
D

a
w

ieder
ein

ex-
ponentieller

S
prung

bezogen
auf

Länge
der

E
ingabe

(�

log� V� ( ���

)
vorliegt,istes

natürlich
w

ieder
nur

ein
pseu-

dopolynom
ieller

A
lgorithm

us.

A
llerdings

können
w

ir
uns

nun
höhere

G
eschw

indigkeit
durch

geringere
G

enauigkeit
erkaufen:

W
ir

konstruieren

uns
eine

neue
Instanz

x �

,in
derv �

i
def

�

2
b1

vi
2

b2 ,dh
die

jew
eils

b
least

significant
bits

in
den

W
erten

w
erden

auf
N

ullge-
setzt.

E
igentlich

können
w

ir
also

auch
ohne

diese
N

ullen
rechnen

und
durch

M
ultiplikation

des
E

ndresultats
m

it2
b

erhalten
w

ir
eine

A
pproxim

ation
für

die
ursprüngliche

In-
stanz.D

adurch
verringertsich

der
Z

eitbedarfauf0� n
2

V2
b� .

�
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Istes
dam

itaber
auch

in
F

P
TA

S
?

Ja:

∑i-

S 3

v
i�4vi 5

v 3

i ∑i-

S 3

v �

i �4opt� x 3� ∑i-

S v �

i �4v 3

i 5

vi ,

2
b ∑i-

S � v
i �

2
b� �46 S6 7

n ∑i-

S v
i �

n2
b

W
ir

nehm
en

o.V.d.A
.�

i:w
i


W
an.

D
ann

gilt∑
i-

S v
i �

opt� x� �
V$

0�

D
araus

ergibtsich

n2
b

V �
∑

i-

S v
i �

∑
i-

S 3

v
i

V

�

opt� x� �

w� x� S ��

opt� x�

)
R� x� S �� 


V
V �

n2
b �

ε

D
urch

W
ahlvon

b
def

�
8 log� V� ε ,

1�

nε

�9

und
E

insetzen
erhalten

w
irdie

passende
Z

eitschranke0�

n
3

� ε ,

1� �

m
itq� a� b�

def

�

ca
3b

als
dem

P
olynom

in
a

und
b

für
beliebig

kleines
ε$

1.�
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P
robabilisticall

y
C

heckab
le

“holographic”
P

roofs

T
heorem

:
(A

rora
etal.1992)

N
P �

P
C

P� log
n� 1�

�

E
xponentieller

B
ew

eiser
(” P

rover,A
utor“).

�

P
olynom

ieller
Ü

berprüfer
(” C

hecker,E
ditor“).

�0� 1� ,dh
konstantviele

1-B
itchecks

(A
ufw

and:

).

�0� log
n�

zufällige
B

its�
P

robabilistisch:
B

ew
eis

korrekt)

100%
akzeptiert(” V

ollständigkeit“).
B

ew
eis

inkorrekt)

m
itW

ahrscheinlichkeit$

1 �

δ
m

it
konstantem

δ$

0
verw

orfen
(” K

orrektheit“:
).

�

W
iederholung

erlaubt
es,δ

beliebig
klein

zu
m

achen
und

zB
δ �

12
sicherzustellen,

dabeigenügen
etw

a
36

B
itchecks.N

ach
500

D
urchläufe

dam
it�

falscher
B

e-
w

eis
w

ird
m

itW
ahrscheinlichkeit1 �

2 ,

500
verw

orfen.
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B
em

erkung:
N

P �

P
C

P� 0� P
oly�

(D
efinition

von
N

P
).

D
er

B
ew

eis
des

P
C

P
-T

heorem
s

ist
lang

($

50
S

eiten)

�

B
ücher,

S
pezialvorlesungen.

W
ir

zeigen
hier

nur
den

kürzeren
Teil,näm

lich
daß

P
C

P� log
n� 1� %

N
P

.

Lem
m

a:�

L�

P
C

P� log
n� 1� ;

c� d� k�
� 1� 2� ��� �

x�

Σ
n

:
es

gibtn
c

boolsche
F

unktionen
f1� f2� ���

in
insgesam

tn
d

boolschen
V

ariablen,so
daß

:

1.Jedes
fi

ist
eine

F
unktion

von
k

V
ariablen,

und
seine

W
ahrheitsw

ertetabelle
kann

in
polynom

ieller
Z

eitaus
x

und
i

berechnetw
erden.

2.x�

L)

E
s

gibt
eine

B
elegung,

die
alle

fi ’s
w
a
h
r

m
acht.

3.x� �

L)

K
eine

B
elegung

m
achtm

ehrals
die

H
älfte

der
n

c
F

unktionen
fi w

a
h
r

.

�
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B
ew

eis:
D

er
Ü

berprüfer
verw

ende
clog

n
Z

ufallsbits.
E

s

�

gibt
also

2
clog

n�

n
c

m
ögliche

S
trings

r�
� 0� 1

clog
n,

je-
der

davon
fixiertdie

S
equenz

von
k �

0� 1�

B
it-A

dressen,
die

vom
Ü

berprüfer
gechecktw

erden.O
.V.d.A

.können
w

ir
annehm

en,
daß

jeder
B

ew
eis
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berprüfers

hängtalso
nur

von
der

B
elegung

von
y

i1� r� � y
i2� r� � ���

� y
ik� r� ab.S

ei
fr� b

1� ���
� b

k� �

w
a
h
r&

” D
erÜ
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könnten

w
ir

nun
den

G
ap

in
derA

kzeptanz-W
ahrscheinlichkeitnützen,

um
das

beliebige
N

P
P

roblem
x�

L
polynom

iell
zu

ent-
scheiden.E

s
kann

w
ieder

nur
zw

eiF
älle

geben:

1.D
ie

A
nzahl

der
durch

den
ε-approxim

ations
A

lgorith-
m

us
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