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Definition: INDEPENDENT SET (Max ... )
Gegeben: (ungerichteter) Graph G = (V,E), ke N
Gefragt: Besitzt G ein Independent Set der GroRe k?
(Ein Independent Set der GroRe K ist eine Teilmenge V'’
der Knotenmenge V mit [V'| = k, sodaB Vu,v € V' gilt:

{uv} ¢ E).
Theorem: INDEPENDENT SET ist NP-vollstandig.

Beweis:
Member ship: Guess und check Argument 4/
Hardness: CLIQUE <, INDEPENDENT SET.
Bemerkung: Es genugt, den Graphen G = (V,E) des
CLIQUE-Problems < G,k > zum Graphen G’ = (V,E) zu
invertieren ({u,v} € E < {u,v} ¢ E), um das INDE-
PENDENT SET-Problems < G',k > zu bekommen. /
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Definition: VERTEX COVER (Node Cover, Min ... )
Gegeben: (ungerichteter) Graph G = (V,E), ke IN
Gefragt: Besitzt G einen Vertex Cover der GroRe k? (Ein

Vertex Cover der GroRe K ist eine Teilmenge V' CV mit

V'] =k, sodaB V{u,v} € E gilt: ue V' oder ve V', —

jede Kante aus E wird von mindestens einem Knoten aus

V' abgedeckt, d.h. beruhrt).

Theorem: VERTEX COVER ist NP-vollstandig.

Beweis:

Member ship: Guess und check Argument /
Hardness: INDEPENDENT SET <, VERTEX COVER.
Wir zeigen: | ist ein Independent Set der GroRe i des Gra-
phenG= (V,E) & V' %V 1 ist ein Vertex Cover der

Groke k¥ |V|—ivon G.
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Invertierter Beispielgraph aus dem Beweis fur Cliqgue mit
Independent Set der GrolRe 3:
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VERTEX COVER (cont)

| ist ein Independent Set der GroRe i von G = (V,E) :
e & |l|=iund Yuvel CV {uVv}¢E

e & |l|=iund Y{uv} €E ué¢l oder v¢I

o V' EV_| V|=NV|-iund V{uv} €E
ueV’ oder veV’

o &V QHm_ﬂ< — 1| ist ein Vertex Cover der GroRe
xo_Hm_<_I_<o: G.

Die Konstruktion (Berechnung von k= |V| —i; G bleibt ja
gleich) ist trivialerweise polynomiell machbar.  +/
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Beispielgraph aus Beweis fir Independent Set mit Vertex
Cover der GroRe 6 =9—3:

I

§ !
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~
7/

ZBF = (X0 VX3V X5) A (X1 VX5V Xg) A (—X2V =XV —Xs)
Wir missen noch die Zahlen g definieren (4 Klassen):

e (1) Positive Variablenvorkommen (inkl. Anzahl):

v; = 100 10000
v, = 000 01000
vz = 000 00100
v4 = 010 00010
vs = 110 00001

e (2) Negative Variablenvorkommen (inkl. Anzahl):

v, = 010 10000
v, = 002 01000
V, = 100 00100
v, = 000 00010
v, = 001 00001
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Definition: SUBSET SUM
Gegeben: Zahlen aj,ay,...,ax€Nund b e IN
Gefragt: Gibtes| C {1,2,... Kk} mit 5ic;a=Db?

Theorem: SUBSET SUM ist NP-vollstandig.

Beweis:
Member ship: Guess und check Argument 4/
_._ma:mmm. 3CNF <, SUBSET SUM.

Sei F ¥ >_\ (z2.1VZ2V1Zz3) eine beliebige 3CNF Formel
wobei 7 j € ﬁxrx@ vy Xn P U{ X3, X, T Xn )
Dann ist die Zahl b gegeben durch (zB im Dezimalsystem)

b ¥ 444...44411. . .11
m n

Falls zB F aus 3 Klauseln besteht und darin 5 Variablen
vorkommen, soist b=44411111.
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e (3) Ausgleichszahlen (falls ein Literal f al sch):
c; = 100 00000
c, = 010 00000
cz = 001 00000

e (4) Ausgleichszahlen (falls zwei Literale f al sch):

d; = 200 00000
d, = 020 00000
d; = 002 00000
e Es gibt keine Ausgleichszahlen fur den Fall, dal3 drei
Literale f al sch sind :-)

e J erfiillende Belegung B <
3 Auswahl A der Zahlen, die sich zu b aufsummiert:
X in Bwahr < v,in A
xiinBfal sch< viin A
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e Da hinterer Teil von b = 444 11111 nur aus Einsen be-
steht kann nur entweder Vv; oder s in A sein; einer da-
von muf aber drin sein, da die anderen Variablen an
der entsprechenden Stelle alle eine Null stehen haben.

e Bsp: B = {x1,X4} (andere f al sch) ergibt Auswahl
V1, Vb, V3, Vi, V. Summe davon ist 213 11111 (wichtig:
im vorderen Teil sind alle grof3er als Null, da die Aus-
gleichszahlen nur Zahlen groR3er als Null ausgleichen
konnen, und hinten sind alle Eins, dh alle Variablen ha-
ben einen Wert zugewiesen bekommen).

e Durch Hinzunehmen von geeigneten Ausgleichzahlen,
in diesem Fall dy, C, dy, C3, erhalten wir die gewiinschte
Summe b =444 11111.

e Da es keine Ubertrage zwischen den Stellen gibt,
Junktioniert' der Beweis in beide Richtungen. /\
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Theorem: RUCKSACK istin O(nW) lésbar.

Beweis: Sei V(w,i) der groRte Wert einer Teilmenge
der ersten i Objekte, deren Gewicht genau W ergibt. Es
genigt, N x W Eintrage in der Tabelle V (w,i) mit Werten
bis zur Grof3e der Vorgabe V zu berechnen (sobald ein
Wert >V ist, lautet die Antwort ,Ja“). Es gilt:

V(w,i+1) =max{V(wWi), Vi1 +V(W—wWiq,i)}

mit Vw >0 V(w,0) =0 und YW < 0 V(W,i) = —oo,
dh — dynamische Programmierung kann in O(nW) (auf
RAM) das Problem RUCKSACK losen. 4/
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Definition: RUCKSACK (Engl: Knapsack)
Gegeben: n Objekte, jedes mit Wert v; € IN und Gewicht
W; € IN, maximale Kapazitat W € IN und Vorgabe V € IN.
Gefragt: Gibt es SC {1,2,...,n} mit $;csW <W und
YiesVi =V ?

Theorem: RUCKSACK ist NP-vollstandig.

Beweis:
Member ship: Guess und check Argument 4/

Hardness: SUBSET SUM <, RUCKSACK: Fur ein be-

e def def  def
__mc_@mmmccmmﬁ-mc:d-_uac_mBmmn::m:3Hx.<_H<<_H

a8 und W ¥V ¥ b und erhalt dadurch ein Rucksack-
Problem. Dh SUBSET SUM st eigentlich nur ein Spezi-
alfall (Technik!) von RUCKSACK, daher ist das groRRere
Problem RUCKSACK ebenfalls NP-vollstandig.  +/
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Bemerkung: Kein Widerspruch mit NP-Vollstandigkeit
von RUCKSACK, da exponentieller Sprung bezogen auf
Lange der Eingabe (— log(W) +...).

Algorithmen wie diesen nennt man pseudo-polynomiell,
und die entsprechenden Probleme (RUCKSACK, SUB-
SET SUM, ... ) schwach NP-vollstandig. Eigenschaft: Mit-
tels dynamischer Programmierung (= Wiederverwendung
von Zwischenergebnissen) effizient I6sbar, solange die
vorkommenden Zahlen klein* bleiben.

— In der Reduktion von 3CNF nach SUBSET SUM haben
wir exponentiell groRe Zahlen verwendet.
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Umgekehrt ist ein Problem stark NP-vollstandig, wenn es
NP-vollstandig bleibt, auch wenn alle vorkommenden Zah-
len polynomiell begrenzt sind (Bsp: SAT, 3CNF, CLIQUE,
VERTEX COVER, ... ). = unére statt bindre Codierung
von Zahlen wéare OK.

Bemerkung: Ein pseudo-polynomieller Algorithmus fur ein
stark NP-vollstandiges Problem wirde P=NP implizieren.

Es gibt auch Probleme mit natirlich vorkommenden Zah-
lenmengen, ahnlich wie in SUBSET SUM und RUCK-
SACK, die aber stark NP-vollstandig sind, zB das Problem
des Handelsreisenden (Traveling salesman problem, kurz
TSP). Wir zeigen es im folgenden in mehreren Schritten.

Komplexitatstheorie (5)  (Wolfgang Slany) 15

Fir jede Variable X; gibt es einen Knoten j, wie folgt:

Von jedem Knoten | gehen jeweils zwei Kanten aus. Die
entsprechenden Pfade fuhren dann zu weiteren Teilgra-
phen, die wir als ndchstes beschreiben, und enden dann
im Knoten | + 1 (vom Knoten n aus fihren die Pfade
zuriick zum Knoten 1).
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Definition: Gerichteter Hamiltonscher Kreis (GHK)

Gegeben: gerichteter Graph G = (V,E)

Gefragt: Besitzt G einen Hamiltonschen Kreis?
(Dies ist eine Permutation Tt der Knotenindizes
A<:A“_.Y<_.ANY . “<:A3v_ so daR fur i € {1,...,n— 1} gilt:
(Vr(iy, Vri+1)) € E und auBerdem (Vign), Viga)) € E).

Theorem: GHK ist NP-vollstandig.

Beweis:
Member ship: Guess und check Argument 4/
Hardness: 3CNF <, GHK.
Sei FE A (21VZ2V7z3) eine beliebige 3CNF Formel
wobei 7 j € {X1,X2, ..., Xn} U {=X1, 7 X2, ..., " Xn} .
Dann konstruieren wir ein GHK Problem mit Graphen G.
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Fur jede Klausel (z1V 72V z3) gibt es einen Teilgraph
Ki, im Detail wie links, im folgenden abgekirzt wie rechts:

Lemma: Wenn der K; umgebende Graph G einen Hamil-
tonschen Kreis besitzt, so verlauft dieser, wenn er K; pas-
siert, folgendermafen: Wenn er bei a (bzw. b bzw. ) hin-
einlauft, so verlait er K bei A (bzw. B bzw. C).
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Der obere vom Knoten j ausgehende Weg orientiert sich
an den Vorkommen von X; in den Klauseln, der untere an
denen von —X;j. Bsp: Xj kommt in Klausel 1 an der 2. und
3. und in Klausel 4 an der 3. Position vor, wahrend —X;j in
Klausel 2 an der 1., in Klausel 5 an der 3. und in Klausel 6
an der 2. Position vorkommt. Dann sehen die Verbindun-
gen zwischen Knoten j und Knoten j + 1 wie folgt aus:

— e e

Ky — Ki =

C— )

2K N K T K

Bemerkung: Es gibt keine ,frei hangenden* Kanten in G.
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<) Angenommen, G besitze einen Hamiltonschen Kreis.
Dieser durchlauft Knoten 1, dann gewisse Kj's, Knoten 2,
dann gewisse Kj’s, usw., bis er zum Knoten 1 zuriickkehrt.
An dieser Stelle brauchen wir das Lemma uber die Kj's:
Es ist dem Hamiltonschen Kreis namlich nicht mdglich, die
Graphen K anders als vorgesehen zu passieren. Wir de-
finieren nun eine Variablen-Belegung fur X; anhand des-
sen, ob der Hamiltonsche Kreis den Knoten j nach oben
(=wahr ) oder nach unten (=f al sch) verlaRt. Diese Be-
legung erfullt F, denn jede Klausel wird mindestens ein-
mal durchlaufen—die entsprechende Klausel erhalt dabei
jaden Wertwahr. /
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Zu zeigen: F ist erflllbar < G hat Hamiltonschen Kreis

=) Wenn die Variable X; in der F erfullenden Belegung
den Wert wahr hat, dann folgt man dem oberen Pfad,
sonst dem unteren. Danach durchlauft der Pfad die ent-
sprechenden Kj's. Jedes Kij muf3 nun je nachdem, wie
viele Literale es wahr machen, in einer bestimmten Se-
quenz durchlaufen werden.

Machen zB 7 » = X5 und 7 3 = —X; die i. Klausel wahr,
dann muR der Hamiltonsche Kreis durch K; einmal (beim
oberen Pfad zwischen Knoten 5 und 6) den Weg b—a —
A— B und einmal (beim unteren Pfad zwischen Knoten 1
und 2) den Weg ¢ — C nehmen.

Dies kann immer so arrangiert werden, dal3 alle Kno-
ten genau einmal durchlaufen werden, es gibt also sicher
einen Hamiltonschen Kreis.
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Definition: Hamiltonian Cycle

Gegeben: (ungerichteter) Graph G = (V,E)

Gefragt: Besitzt G einen Hamiltonschen Kreis?
(Dies ist eine Permutation TU der Knotenindizes
A<:A“_.Y<:AN7 e “<:A:uv. so daR fur i € {1,...,n— 1} qilt:
Aﬂ<~.5¥<_.5+5¥ € E und auBBerdem ﬁ<ﬂ3“<:ﬁvw € E).
Theorem: Hamiltonian Cycle ist NP-vollstandig.

Beweis:
Member ship: Guess und check Argument +/
Hardness: GHK <, Hamiltonian Cycle.
Wir zeigen, dafl3 man den gerichteten Fall auf den unge-
richteten reduzieren kann. Wir geben dazu an, wie ein ge-
richteter Graph in einen ungerichteten umgewandelt wer-
den kann, so dal3 die Hamiltonsche-Kreis Eigenschaft er-
halten bleibt.
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Jeder Knoten mit gewissen herein- und herausgehenden
Kanten wird lokal ersetzt durch drei Knoten:

ﬂv O

B
Es gilt: Wenn der gerichtete Graph einen Hamiltonschen
Kreis besitzt, dann besitzt auch der ungerichtete einen.
Umgekehrt muR3 jeder Hamiltonsche Kreis im ungerichte-
ten Graphen jede der Dreiergruppen entweder von links
nach rechts, oder von rechts nach links durchlaufen (denn
sonst kommt es beim mittleren Knoten zu einer ,Sack-
gasse*). — Es wird genau die Pfeilrichtung (oder Gegen-
pfeilrichtung) eingehalten, und daher laf3t sich aus dem

ungerichteten Hamiltonschen Kreis auch wieder ein ent-
sprechender im gerichteten Graphen gewinnen.  +/
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DaRR TSP auch stark NP-vollstandig ist sieht man daran,
dafld in alle Reduktionen, ausgehend von der beliebigen
Sprache L € NP in Cooks Beweis der NP-Vollstandigkeit
von SAT, nur polynomiell begrenzte Zahlen vorkamen.

Zusammenfassung der NP-Vollst dndigkeits Teils:
L

f

SAT

{
s\,awozﬂ/r/von

Clique
I MAX2SAT  Subset Sum \
Independent Set / Hamiltonian Cycle
\ Rucksack {

Vertex Cover TSP
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Definition: TSP (Problem des Handelsreisenden)
Gegeben: Eine nx n Matrix (M; ;) von ,Reisekosten®
zwischen n Stadten“ und ein ,Reisebudget” k.
Gefragt: Gibt es eine Permutation Tt (eine ,Rundreise"),
so daB 31 Mrgi) ri+1) + Mrgry ) < K2

Theorem: TSP ist NP-vollstandig.

Beweis:
Member ship: Guess und check Argument 4/
Hardness: Hamiltonian Cycle <, TSP:

0 {i,j}€E
L {i,j}¢E

G Matrix: _<__;. =

({1,...,n},E) —
Budget: 0  /



