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B
ew

eis:
M

em
bership:

G
uess

und
check

A
rgum

ent�
H

ardness:
C

LIQ
U

E�

p
IN

D
E

P
E

N
D

E
N

T
S

E
T.

B
em

erkung:
E

s
genügt,
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efinition:

V
E

R
T

E
X
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V
E
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C
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röß

e
i

von
G

�
� V� E�

:

��
	 I	 �

i
und




u� v�

I�

V

� u� v�  �

E
��

	 I	 �

i
und


� u� v� �

E
u �

I
oder

v �

I
��

V �
def

�
V �

I�	 V �
	 �
	 V	 �

i
und


� u� v� �

E
u�

V �
oder

v�

V �

��

V �

def

�

V �
I

istein
V

ertex
C

over
der

G
röß
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D
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S
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B
S

E
T
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U
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Z
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a
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m
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b
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T
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T
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2 � �

x
5�

W
ir

m
üssen

noch
die

Z
ahlen

a
i definieren

(4
K

lassen):

�

(1)
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1 �
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�
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b �

444
11111
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E
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V
ariablen

an
der

entsprechenden
S
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�
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A
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größ
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A
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N
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E
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alle
V
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einen

W
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D
efinition:

R
U

C
K

S
A

C
K

(E
ngl:K

napsack)
G

eg
eben:

n
O

bjekte,jedes
m

itW
ertv

i � ��

und
G

ew
icht

w
i � ��

,m
axim

ale
K

apazitätW

� ��

und
V

orgabe
V

� ��

.
G

efra
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G
ibt
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S�

� 1� 2� ���� n�

m
it∑

i�

S w
i�

W
und

∑
i�

S v
i%

V
?

T
heorem

:
R

U
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K
S

A
C

K
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P
-vollständig.

B
ew
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M
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G
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A
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H
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S
U

B
S

E
T

S
U

M

�

p
R

U
C

K
S

A
C

K
:

F
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S

ubset-S
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-P
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n
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�
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i
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�

w
i

def

�

a
i
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W
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�

V
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�

b
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R
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P
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.

D
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S
U

B
S

E
T

S
U

M
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S
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R
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C
K

S
A

C
K
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P
roblem

R
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T
heorem

:
R

U
C

K
S

A
C

K
istin&� nW

�
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B
ew

eis:
S
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V� w� i�
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größ

te
W

ert
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Teilm
enge

der
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i
O

bjekte,
deren

G
ew

icht
genau

w
ergibt.

E
s
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W
E
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der
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V� w� i�

m
it

W
erten

bis
zur

G
röß

e
der

V
orgabe

V
zu

berechnen
(sobald

ein
W

ert%

V
ist,lautetdie

A
ntw

ort” Ja“).E
s

gilt:

V� w� i(

1� �

m
ax� V� w� i� � v

i)

1 (

V� w �

w
i)

1� i��

m
it


w

%

0
V� w� 0� �

0
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w

�

0
V� w� i� � �

∞
,
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P
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m
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�
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R

A
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B
em

erkung:
K

ein
W

iderspruch
m

it
N

P
-V

ollständigkeit
von

R
U

C
K

S
A

C
K

,
da

exponentieller
S

prung
bezogen

auf
Länge

der
E

ingabe
(�

log� W

� ( ��� ).
A

lgorithm
en

w
ie

diesen
nennt

m
an

pseudo-polynom
iell,

und
die

entsprechenden
P

roblem
e

(R
U

C
K

S
A

C
K

,
S

U
B

-
S

E
T

S
U

M
, ���)schw

ach
N

P
-vollständig.E

igenschaft:M
it-

tels
dynam

ischer
P

rogram
m

ierung
(=

W
iederverw

endung
von

Z
w

ischenergebnissen)
effizient

lösbar,
solange

die
vorkom

m
enden

Z
ahlen

” klein“
bleiben.

�

In
derR

eduktion
von

3C
N

F
nach

S
U

B
S

E
T

S
U

M
haben

w
ir

exponentiellgroß
e

Z
ahlen

verw
endet.
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U
m

gekehrt
ist

ein
P

roblem
stark

N
P

-vollständig,
w

enn
es

N
P

-vollständig
bleibt,auch

w
enn

alle
vorkom

m
enden

Z
ah-

len
polynom

iellbegrenzt
sind

(B
sp:

S
AT,

3C
N

F,
C

LIQ
U

E
,

V
E

R
T

E
X

C
O

V
E

R
,���

).�
unäre

statt
binäre

C
odierung

von
Z

ahlen
w

äre
O

K
.

B
em

erkung:E
in

pseudo-polynom
ieller

A
lgorithm

us
für

ein
stark

N
P

-vollständiges
P

roblem
w

ürde
P

=N
P

im
plizieren.

E
s

gibt
auch

P
roblem

e
m

it
natürlich

vorkom
m

enden
Z

ah-
lenm

engen,
ähnlich

w
ie

in
S

U
B

S
E

T
S

U
M

und
R

U
C

K
-

S
A

C
K

,die
aberstark

N
P

-vollständig
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P
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H
andelsreisenden
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T

S
P
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D
efinition:

G
erichteter

H
am

iltonscher
K

reis
(G

H
K

)
G

eg
eben:

gerichteter
G

raph
G

�
� V� E�

G
efra

gt:
B

esitzt
G

einen
H

am
iltonschen

K
reis?

(D
ies

ist
eine

P
erm

utation
π

der
K

notenindizes

� vπ* 1+ � vπ* 2+ � ���� vπ* n+ � ,
so

daß
für

i�
� 1� ���� n �

1�

gilt:

� vπ* i+ � vπ* i)

1+ � �

E
und

auß
erdem

� vπ* n+ � vπ* 1+ � �

E
).

T
heorem

:
G

H
K

istN
P

-vollständig.

B
ew

eis:
M

em
bership:

G
uess

und
check

A
rgum

ent�

H
ardness:

3C
N

F�

p
G

H
K

.

S
ei

F
def

�
�

mi �

1� z
i� 1 �

z
i� 2 �

z
i� 3�

eine
beliebige

3C
N

F
F

orm
el

w
obei

z
i� j �� x

1� x
2� ���� x

n� �
� �

x
1� �

x
2� ���� �

x
n�

.
D

ann
konstruieren

w
ir

ein
G

H
K

P
roblem

m
itG

raphen
G

.
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F
ür

jede
V

ariable
x

j gibtes
einen

K
noten

j,w
ie

folgt:

n
2

1

V
on

jedem
K

noten
j

gehen
jew

eils
zw

eiK
anten

aus.
D

ie
entsprechenden

P
fade

führen
dann

zu
w

eiteren
Teilgra-

phen,
die

w
ir

als
nächstes

beschreiben,
und

enden
dann

im
K

noten
j(

1
(vom

K
noten

n
aus

führen
die

P
fade
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zum

K
noten

1).
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F
ür

jede
K

lausel� z
i� 1 �

z
i� 2 �

z
i� 3�

gibt
es

einen
Teilgraph

K
i ,im

D
etailw

ie
links,im

folgenden
abgekürztw

ie
rechts:

c

K
i

K
i

ABC

ab

Lem
m

a:
W

enn
der

K
i um

gebende
G

raph
G

einen
H

am
il-

tonschen
K

reis
besitzt,so

verläuftdieser,w
enn

er
K

i pas-
siert,folgenderm

aß
en:

W
enn

er
beia

(bzw
.b

bzw
.c)

hin-
einläuft,so

verläß
ter

K
i beiA

(bzw
.B

bzw
.C

).
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D
er

obere
vom

K
noten

j
ausgehende

W
eg

orientiert
sich

an
den

V
orkom

m
en

von
x

j in
den

K
lauseln,der

untere
an

denen
von �

x
j .

B
sp:x

j kom
m

t
in

K
lausel1

an
der

2.
und

3.und
in

K
lausel4

an
der

3.
P

osition
vor,

w
ährend �

x
j in

K
lausel2

an
der

1.,in
K

lausel5
an

der
3.und

in
K

lausel6
an

der
2.

P
osition

vorkom
m

t.
D

ann
sehen

die
V

erbindun-
gen

zw
ischen

K
noten

j
und

K
noten

j(

1
w

ie
folgtaus:

5
K

2
K

6

j
j+1

K
4

K

K
1

B
em

erkung:E
s

gibtkeine
” freihängenden“

K
anten
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G

.
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Z
u

zeigen:F
isterfüllbar�

G
hatH

am
iltonschen

K
reis

,

)
W

enn
die

V
ariable

x
j

in
der

F
erfüllenden

B
elegung

den
W

ert
w
a
h
r

hat,
dann

folgt
m

an
dem

oberen
P

fad,
sonst

dem
unteren.

D
anach

durchläuft
der

P
fad

die
ent-

sprechenden
K

i ’s.
Jedes

K
i

m
uß

nun
je

nachdem
,

w
ie

viele
Literale

es
w
a
h
r

m
achen,

in
einer

bestim
m

ten
S

e-
quenz

durchlaufen
w

erden.

M
achen

zB
z

i� 2 �

x
5

und
z

i� 3 ��

x
1

die
i �

K
lausel

w
a
h
r

,
dann

m
uß

der
H

am
iltonsche

K
reis

durch
K

i einm
al(beim

oberen
P
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D
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K
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H

am
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reis
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W
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elegung
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H
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reis
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h
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D
efinition:

H
am

iltonian
C

ycle
G

eg
eben:

(ungerichteter)
G

raph
G

�
� V� E�

G
efra

gt:
B

esitzt
G

einen
H

am
iltonschen

K
reis?

(D
ies

ist
eine

P
erm

utation
π

der
K

notenindizes

� vπ* 1+ � vπ* 2+ � ���� vπ* n+ � ,
so

daß
für

i�
� 1� ���� n �

1�

gilt:

� vπ* i+ � vπ* i)

1+ � �

E
und

auß
erdem

� vπ* n+ � vπ* 1+ � �

E
).

T
heorem

:
H

am
iltonian

C
ycle

istN
P

-vollständig.

B
ew

eis:
M

em
bership:

G
uess

und
check

A
rgum

ent�

H
ardness:

G
H

K�
p

H
am

iltonian
C

ycle.
W

ir
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daß
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an
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gerichteten
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den
unge-

richteten
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ein
ge-

richteter
G

raph
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ungerichteten
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gew

andelt
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er-
den
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H

am
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reis
E

igenschafter-
halten

bleibt.
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Jeder
K

noten
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gew
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herein-
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einen.

U
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H
am

iltonsche
K

reis
im
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G
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der

D
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rechts
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links
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m
t
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K
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D
efinition:

T
S

P
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roblem
des

H
andelsreisenden)

G
eg

eben:
E

ine
n '

n
M

atrix
(M

i� j )
von

” R
eisekosten“

zw
ischen

n
” S

tädten“
und

ein
” R

eisebudget“
k.

G
efra

gt:
G

ibt
es

eine
P

erm
utation

π
(eine

” R
undreise“),

so
daß

∑
n .

1
i �

1
M

π* i+ � π* i)

1+ (

M
π* n+ � π* 1+ �

k
?

T
heorem

:
T

S
P

istN
P

-vollständig.

B
ew

eis:
M

em
bership:

G
uess

und
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A
rgum

ent�
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am

iltonian
C

ycle�

p
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S
P

:

G

�
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D
aß

T
S

P
auch

stark
N

P
-vollständig

ist
sieht

m
an

daran,
daß

in
alle

R
eduktionen,

ausgehend
von

der
beliebigen

S
prache

L�

N
P

in
C

ooks
B

ew
eis

der
N

P
-V

ollständigkeit
von

S
AT,nur

polynom
iellbegrenzte

Z
ahlen

vorkam
en.

Z
usam

m
enfassung
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N

P
-Vollständigkeits

Teils:

L

3C
N

F

G
H

K
M

A
X

2S
A

T
C

lique

Independent S
et

T
S

P
R

ucksack

S
ubset S

um

S
A

T

V
ertex C

over

H
am

iltonian C
ycle


