Komplexitatstheorie (10) (Wolfgang Slany)

Kolmogor ov Komple xit at I

Was unterscheidet die folgenden Zahlenfolgen?

(a) 0010111001101010000111001001001011111110112
(b) 010101010101010101010101010101010101010101
(c)1111111121122122112212217121712117211721171121111

Folgen (b) und (c) weisen leicht zu erkennende Regula-
ritaten auf, wahrend dies bei (a) anscheinend nicht der Fall
Ist. Tatsachlich ist (a) durch Werfen einer Mlnze entstan-
den: Folge (a) erscheint ,zufalliger* als die anderen zweil.
Andererseits, im Sinne der Wahrscheinlichkeitsrechnung
sind alle drei Folgen gleich (un)wahrscheinlich (p = 244).
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= Die Wahrscheinlichkeitsrechnung sagt uns nicht,
wie ,Zufalligkeit* sinnvoll definiert werden kann.

Im normalen Sprachgebrauch sind zufallige Ereignisse
die, bei denen wir kein Bildungsgesetz finden konnen,
dass es uns erlauben wurde, die Eigenschaften der Er-
eignisse exakt vorauszusagen. ldee = Algorithmik.

Schreiben wir ein Programm auf, dass die jewellige
Folge erzeugen kann:

(a) out put 0010111001101010000111001001001011112
111011;

(b)for i:=1to 21 out put 01;
(c)for i:=1to042out put 1;
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Wenn wir von der $Lange 42 abstrahieren, dann hat
das Programm fiir (c) nur eine Lange von O(1) +logn,
wobei logn fur die Darstellung der Zahl n bendtigt wird.

Hingegen hat Programm (a) eine Lange von O(1) + n,
dh um diese zufallige Folge zu beschreiben, missen
wir sie Im wesentlichen selbst hinschreiben.

Zufalligkeit werden wir dann so definieren, dass man
Im wesentlichen n Bits braucht, um einen zufalligen $
der Lange n zu beschreiben.

Alternativ dazu kann man auch sagen, dass der $ (a)
komplizierter (im Sinne seiner Beschreibung) als (b)
oder (c) ist. Das fuhrt zum Begriff der deskriptiven oder
Kolmogorov Komplexitat endlicher oder unendlicher $s.
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Variante: Wenn der Algorithmus eine Eingabeanwel-
sung | nput Yy besitzt, dann gibt die notwendige Pro-
grammlange, um X unter Kenntnis von Yy zu generieren,
gewissermalien die relative Zufalligkeit von X gegentber
y an, bzw die Information, die y Gber X enthalt.

Definition: Seien X,y,p € {0,1}*. Jede berechenbare
partielle Funktion ®, zusammen mit beliebigem p und y
sodass DP((p,y)) = X, ist eine Beschreibung von X. Die
Kolmogorov Komplexitat von X relativ zu y in Bezug auf ®

ISt Ko(xly) = min{|p| : ®((p,y)) =X},

und Ko (X|y) = oo falls es kein solches p gibt. Wenny = ¢
(der leere $), dann ist Ko (X|€) = Ko (X) die (absolute) Kol-
mogorov Komplexitat, dh die Lange des kurzesten Pro-
gramms in der ,Programmiersprache* @ (zB Java, eine 1$
TM™M, ... ), das X ausgibt.
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Die Wahl der Programmiersprache konnte irgenwie
willktrlich erscheinen. Tatsachlich kann man aber durch
einen Interpreter jede Programmiersprache auf einer uni-
versellen (Turing-)Maschine simulieren.

Theorem: (Invarianz) Es gibt eine berechenbare partielle
Funktion @ sodass fiir jede andere berechenbare partielle
Funktion ®@, es eine Konstante C, gibt sodass

Ko(Xy) < Ko, (X]y) +cn VX y e {0,1}

Beweis: C, ist die Lange des Interpreterprogramms. +/

Dh die unterschiedlichen Programmiersprachen unter-
scheiden sich nur durch eine additive Konstante. Im fol-
genden fixieren wir eine universelle TM U und eine Funk-
tion ® und schreiben nur noch K(x|y).
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Es kann nicht sehr viele $s mit kleiner Kolmogorov Kom-
plexitat geben: Es gibt ja immer hochstens 2 Programme
der Lange k, und daher auch nur 2% $s x mit K(x) = k. Die
2" $s der Lange teilen sich n wie folgt auf:

hochstens 1 $ hat K-Komplexitat = O
hdchstens 2 $s haben K-Komplexitat = 1
hochstens 4 $s haben K-Komplexitat = 2

hochstens 2"~ $s haben K-Komplexitat = n—1

Allgemein gilt: die Anzahl der $s mit K-Komplexitat < K ist
hochstens 1+ 2+ - -- 4+ 2= 21 _ 1 Umgekehrt:

mindestens 1 $ hat K-Komplexitat > n

mehr als die Halfte der 2" $s hat K-Komplexitat > n—1
mehr als 3/4 der 2" $s hat K-Komplexitat > n— 2

mehr als 7/8 der 2" $s hat K-Komplexitat > n— 3, usw. >
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Dh, der Groliteil aller $s hat hohe K-Komplexitat, ie die
ensprechenden $s sind nicht gut komprimierbar und nicht
kompakt beschreibbar, sie sind also zufallig.

Bemerkung: K(X) ist nicht berechenbar: Denn angenom-
men, X — K(X) sei berechenbar durch ein (immer stop-
pendes) Programm M. Dann sei Pr ogr anmpPy,

X :=E;

repeat X:= Nachfolger von X;

unt i I M(x) gibt einen Wert > maus;

out put X;
Jedes B, beschreibt den lexikographisch ersten $ mit
K(X) > m. Da Py, aber gerade Xy, beschreibt, gilt K(Xmy) <
IPm| = 2 x O(1) + logm. Fur groBe mgilt O(1) +logm <
m und daher fuhrt die Annahme, dass ein solches M exi-

SUIa ARl \Widerspruch NV
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Univer selle Wahrscheinlic hkeitsver teilung I

Fir jede $Lange n definieren wir eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung m, so dass m(X) die Wahrscheinlichkeit fur
das Auftreten von X, |X| = n bedeutet. Es muss gelten dass
S xx=nM(X) = 1. Wir wollen m so definieren, dass m(x)
proportional zu 272K jst, dh m(x) = c2-2KX"), Dazu
Muss 3y x—n 2 2*M = d fiir konstantes d = 1/c gelten:

2—2K(x| n)

VA

2—2n + nz: 2i 2—2i
=

n—1
_ 2—2n_|_ ;Z_i
=
2

X:|X|=n

VA
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Worst case vs. average case I

Beispiel: Quicksort braucht bekanntermal3en im Durch-
schnitt O(nlogn) Schritte, wobei Eingaben der selben
Lange gleichverteilt angenommen sind. Bel sortierter
(oder auch umgekehrt sortierter) Eingabefolge (und naiver
Implementierung) sind es aber O(nz) (worst case). Was
ware die durchschnittliche Zeitkomplexitat unter der uni-
versellen Wahrscheinlichkeitsverteilung?

Sei {1,2,...,n} zu sortieren. Die langenbedingte
Kolmogorov Komplexitat der sortierten Folge st
K((1,2,...,n)|n) = O(1). Unter der universellen Wahr-
scheinlichkeitsverteilung ist das Auftreten der sortierten

Folge besonders grol3 (Plausibilitat?): konstant ftr alle n:
m((1,2,...,n)) = c2-2K(&2..MiN) — c2-01) —: q_
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Damit ist der Erwartungswert der Rechenzeit unter m;
m(x) TQuicksort(X)

i > m((l, 2,... ,n))TQuicksort((]" 2y ’n))
= a-Q(n*) = Q(n%)

Dabei ist Ta(X) die Rechenzeit von Algorithmus A bei Ein-
gabe X. Dh, unter der universellen Wahrscheinlichkeitsver-

(I [Vslo IS Qe [Tl average case gleich dem worst case JQIE

auf einen konstanten Faktor).

Bemerkung: Die einzige Eigenschaftvon x=(1,2,...,n)
und A = Quicksort, die fur den Beweis wichtig war, war
das X eine Eingabe war, bei der A sein worst case Verhal-
ten an den Tag legt. — Wir verallgemeinern fur A, einen
beliebigen immer stoppenden Algorithmus:
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Al gorit hnus H

w:=0; 1 nput n;

f or (alle y mit |y| = n— in lexikographischer Ordnung)
do

v:i=Ta(y);
I f v>wthenw:=v,x:=yendi f;
enddo; out put Xx;

Algorithmus H hat eine feste (aber von A abhangige)
Lange C. Fir jedes N sel X, die Ausgabe von diesem Algo-
rithmus. Somit gilt K(x,|n) < c und damit ist m(X,) propor-
tional zu 2=l > 2-2¢ ph f{ir eine von n unabhangige
Konstante a gilt m(x,) > o. AuRerdem gilt aufgrund der
Konstruktion von H, dass Ta(X,) maximal ist unter allen
Eingaben der Lange n.
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Dh bei Eingabe X, legt A sein worst case Zeitverhalten
TA“(n) an den Tag.

Damit ist der Erwartungswert der durchschnittlichen Re-
chenzeit (average case) unter der universellen Wahr-

scheinlichkeitsverteilung m flr einen beliebigen Algorith-
mus A, T,"(n):

Ta(n) = M(X) Ta(X)
X:[x|=n
> M%) Ta(Xn)
M%) TA"(N)
> - Ta(n)
B QM"(n)
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Untere Schranken I

“A man, a plan, a canal, Panama!”

Technik: Man nehme einen $ der Lange n (n genigend
grofR) mit maximaler Kolmogorov Komplexitét, also K(Xx) >
n. Wenn man nun annimmt, dass es ein Programm gibt,
dass weniger als in dem zu beweisenden Theorem be-
hauptet viele Schritte macht, dann gibt es eventuell eine
Maoglichkeit, den $ durch Angabe des Programms und wei-

terer Informationen mit weniger als n Bits zu beschreiben,
WERRE [l \Widerspruch REIER

Theorem: Die Sprache L = {wO"wR|w € {0,1}*}
bendtigt auf einer 1$ TM mindestens Q(n?) Rechenzeit
(esist (a1...a) = (a...a1)).
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Sei M eine 1$ TM und bezeichne | die Schnittstelle zwi-
schen Feld | und | + 1 auf dem $. Die Crossing-Sequenz
CSu(X,i) € Z* sei die Folge von Zustéanden aus Z, die in
der Rechnung von M(X) beim Uberschreiten von Position
| durch den Cursor durchlaufen werden.

(00)

Offensichtlich gilt Z ICSu(X1)| = Tu(X).

j=—o0

Wir nehmen oBdA an, dass alle unsere TM nur zu solchen
Zeitpunkten in den Endzustand tGbergehen konnen, wenn
ihr Cursor am Beginn des $s steht.

Lemma: Sei |X| =i. Wenn CSy(xy,i) = CSu(Xz i), dann:
XyelL&xzell.



Komplexitatstheorie (10)  (Wolfgang Slany) 15

Beweis: Da links von I die Rechnungen von M identisch
verlaufen missen und M links stoppt (wegen dem ,0BdA")
muss der Endzustand in beiden Féllen gleich sein. /

Lemma: Wenn ¢ = CSy(xy,i) = CSu(XY,i), dann auch
C=CSu(xy,1) = CSu(Xy,1) .

Beweis: Rechts und links Rechnungen zusammenfligen:
Es andert sich nichts am jeweiligen Ablauf (rechts bzw

links). v/

Lemma: Sei nun M eine 1$ TM, die L akzeptiert. Sei
wOWWR eine Eingabe und sei |w| < i < 2|w|. Aufgrund
der obigen Lemmas gilt, dass flir verschiedene w,w mit
'w| = |W/| auch die Crossing-Sequenzen CSy(W0™wR)
und CSy (W0 IWR) verschieden sein miissen.




Komplexitatstheorie (10) (Wolfgang Slany) 16

Beweis: Angenommen, die Crossing Sequenzen waren
gleich. Man wende das 2. Lemma an und erhalt, dass
auch die Crossing Sequenzen (an Position I) von WOWWR
und wOWh/R gleich sind. Nun wende man das 1. Lemma
an mit x=w0 W, y = 0?W-wR und z= 0?V~'wR, Da-
bei ist Xy € L und xz¢ L. Dies ist ein NUEEEIMEL, daher
mussen die Crossing-Sequenzen verschieden sein. 1/

Daher ist W aus M, n, I, c eindeutig bestimmt:

Al gor it hnmus Reconstruct(M,n,i, c)

for w:|wl=ndo

Simuliere M auf WOWWWR und notiere dabei die Crossing-
Sequenz an der Position I. Falls diese mit ¢ Gibereinstimmt,
dann out put w;

end
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Wir schlieBen daraus: K(w) < O(log|w|) + |c| . Sofern
W mit maximaler Kolmogorov Komplexitat gewahlt wurde,
also K(w) > |w|, so folgt (nun kommt das Kolmogorov-
Beweisargument) |c| > |w| — O(log|w/|). Daraus folgt:

T = Y ICSuxi)

j=—o00

2n/3—1

CSu(x,1))
i=n/3
2n/3—1

> (n/3-O(logn))

iI=n/3
n“/9— O(nlogn)
B orn)

AV,

IV
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