Grundlagen der Logik



Denken Menschen logisch?

e Selektionsaufgabe nach Watson (1966):

Gegeben sind vier Karten von denen jede auf der
einen Seite mit einem Buchstaben, auf der anderen
Seite mit einer Zahl beschriftet sind

e Beispiel:

E| K| |4]| |7

e Regel: Wenn auf der einen Seite der Karte ein
Vokal steht, dann steht auf der anderen Seite eine
gerade Zahl.

e Aufgabe: Welche Karten miissen tiir die
Uberpriifung der Regel umgedreht werden?
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Einfiihrung in die Al — Logik

Bedeutung der Logik in der Al

formales System fiir Modellierung und
Wissensreprasentation

Grundlage fiir die Beschreibung der Semantik
anderer Wissensreprasentationsmechanismen

Grundlage fiir logisches SchlieBen

Logische Kalkiile haben wohldefinierte Syntax und
Semantik, es gibt mechanisierbare Beweistechniken

Logischer Kalkiil wird charakterisiert duch:

— Regeln (z.B. Grammatik), die bestimmen, was
wohlgeformte Formeln sind

— Axiome, eine Menge von Formeln

— SchluB- und Ableitungsregeln

Es existieren viele verschiedene Kalkiile: z.B. fir
Aussagen-, Pradikaten- und Modallogiken



Aussagenlogik (Propositionale Logik)

Aussagenlogik formalisiert das Umgehen mit
“Aussagen’, die entweder wahr oder falsch sein
konnen. Z.B. “Auf der ersten Karte steht ein Vokal”

Syntax: Formeln werden auf folgende Weise gebildet:

e Vokabular: Konstanten T und L (wahr und falsch),
Aussagensymbole a, b, ... (aufzdhlbare Menge),
logische Verkniipfungen: — (einstellige Negation),

A (Konjunktion), V (Disjunktion),
— (Implikation), « (Aquivalenz)

e Aussagenlogische Formeln:

1. Eine Konstante oder ein Aussagensymbol
2. Fiir beliebige Formeln ¢, sind =@, ¢ N 1,

oV, ¢ — 1Y und ¢ < 1 Formeln

3. Alle Formeln werden nach 1. oder 2. gebildet

e Priazedenz der Verkniipfungen in o.a. Reihenfolge.
Falls notig werden Klammern verwendet
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Aussagenlogik: Semantik

e Eine aussagenlogische Formel erhalt ihre
Bedeutung durch Zuweisung von Wahrheitswerten
(w: wahr, f: falsch) zu den Aussagensymbolen

e Eine Interpretation 7 ist eine Abbildung der
Symbole in die Menge der Wahrheitswerte {w, f}

e Die Semantik der Verkniipfungen ist eine Funktion
auf Wahrheitswerten. Dies kann z.B. in Form einer
Wahrheitstabelle angegeben werden:

¢ |lY | oV | o=
w | w W W
w | f W f
flw W W
fl|f f W

e Dadurch wird die Interpretation von Symbolen
erweitert auf die Interpretation von Formeln ¢:
T erfillt ¢ (Z = @), wenn ¢ wahr ist unter Z
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Aussagenlogik: Semantik (2)

e Eine (aussagenlogische) Formel ¢ heiBt:

— erfiillbar, wenn es 7 gibt, die ¢ erfiillt

— unerfiillbar, wenn ¢ nicht erfiillbar ist

— falsifizierbar, wenn es 7 gibt, die ¢ nicht erfiillt
— giiltig (Tautologie), wenn ¢ fiir alle Z wahr ist

e Zwei Formeln heiBen logisch dquivalent (¢ = v),
wenn fiir alle Z gilt: Z = ¢ gdw. Z = ¢

e Eine Menge von Formeln © wird von 7 erfiillt gdw.
7 alle ¢ € O erfiillt.

e Semantische Folgerung: ¢ ist eine semantische
Folgerung von O, wenn jede Interpretation die ©

wahr macht auch ¢ wahr macht: © = ¢

~> Kdénnen wir © = ¢ entscheiden ohne alle
Interpretationen betrachten zu miissen?
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Aussagenlogik: Aquivalenzen

ldempotenz

Kommutativitat

Assoziativitat
Absorption
Distributivitat

Doppelte Neg.
De Morgan

Tautologie

Unerfiillb.

Implikation
Aquivalenz
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Aussagenlogik: Normalformen

e Literale: Symbole und negierte Symbole
e Klausel: Disjunktion von Literalen

e Eine Formel ist in konjunktiver Normalform
(KNF), wenn sie eine Konjunktion von
Disjunktionen von Literalen ist, z.B.:

(LiiV ...V Lin)A ... A(Lp1 V...V L, )

~» geeignet zur Bestimmung der Giiltigkeit

e Eine Formel ist in disjunktiver Normalform
(DNF), wenn sie eine Disjunktion von
Konjunktionen von Literalen ist, z.B.:

(Lt Ao . AL )V .o .V (Lipt Ao A L, )

~» geeignet zur Bestimmung der Erfiillbarkeit

e Satz: Jede Formel kann in eine logisch dquivalente
Formel in KNF bzw. DNF umgewandelt werden.
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Aussagenlogik: Resolution

e Resolution ist eine Methode zur Bestimmung der
Unerfiillbarkeit einer aussagenlogischen Formel

e Das Resolutionsprinzip:

— Gegeben eine Menge von Klauseln & (entspricht
einer Formel in KNF) und zwei Klauseln
p,0 € P, sodaB p={L,p'} und 0 ={=L,0'},
wobei L und =L komplementare Literale sind.

— Mit Resolution 1aBt sich aus den Elternklauseln p
und o die Klausel 7 = {p’, 0’} ableiten

— Kann die leere Klausel mittels Resolution aus
abgeleitet werden, so ist ® unerfiillbar

e Eigenschaften der Resolution:

— Die Resolvente ist nicht aquivalent mit den
Elternklauseln, folgt aber aus diesen

— Resolution ist widerlegungsvollstandig, d.h.,
wenn ® unerfillbar ist, so |aBt sich die leere
Klausel mittels Resolution ableiten
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Pradikatenlogik 1.Stufe (PL1)

e Erweiterung der Aussagenlogik um verschiedene
Sprachelemente, die es ermoglichen, verschiedene
Formen von Aussagen auszudriicken, z.B. daB:

— Objekte in einer Beziehung zueinander stehen

— eine Eigenschaft fiir alle Objekte gilt

— es ein Objekt mit einer bestimmten Eigenschaft
gibt.

— Beispiel: “Alle Vogel haben Fliigel”
und “Tweety ist ein Vogel”.
Daraus sollte folgen: “Tweety hat Fliigel”

e Syntax: Neue Sprachelemente (abzahlbar viele):

— Variablensymbole .y, z, . . .

— n-stellige Funktionssymbole f,qg.,h, ...
(O-stellige Funktionssymbole sind Konstanten)

— n-stellige Pradikatensymbole P, (), R, . ..
(O-stellige Pradikatensymbole sind Propositionen)

— Quantoren: ¥V (Allquantor), 3 (Existenzquantor)
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Induktiver Aufbau der PL1

e [erme

— Jede Variable ist ein Term

— Sind t1...%, Terme und ist f eine n-stellige
Funktion, so ist auch f(¢1,...,t,) ein Term

— Grundterme: Terme die keine Variablen enthalten

e Formeln

— Sind t1...t, Terme und ist P ein n-stelliges
Pradikat, so ist P(t1,...,t,) eine (atomare)
Formel

— Sind ¢ und ¥ Formeln, dann sind auch —¢,

dNY, VY, o — 1Y und ¢ < Y Formeln

— Ist x eine Variable und ¢ eine Formel, dann sind
Va.¢ und dx.¢ Formeln
— Literale: atomare Formeln oder deren Negation

e Beispiel:

Aus Vzx.istVogel(x) — hatFliigel(x) und
istVogel( Tweety) folgt hatFliigel( Tweety)
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Semantik der PL1

e Die Semantik der Terme und Formeln wird
bestimmt durch Interpretation der verwendeten
Symbole beziiglich einer Grundmenge U/

e Eine Interpretation 7 ist ein Paar (U, A), wobei A
eine Abbildung der Symbole auf U/ ist

— n-stelige Funktionssymbole f: A(f) : U™ — U
— n-stelige Pradikatensymbole P: A(P) C U"
— Interpretation wird auf Grundterme fortgesetzt:

A(f(t1- . tn)) = A(f)(A(t1) . .. A(tn))

e Variablenbelegung o ordnet jeder Variablen einen
Wert aus U zu. afz/d]: x wird ersetzt durch d € U

I, = P(t1, .., tn) gdw (A(t1), .., A(t,)) € A(P)
T,ak= - gdw Z,a [~ ¢

T,alE=od Ny gdw Z,al=dundZ, o =
Z,aE=oéVYy gdw Z,al=¢oderZ,a =

T, al=¢ — v gdw Z,a = ¢ oder I, = 1

T, |=Vx.¢ gdw firalled e U: T, afz/d] = ¢

Z,a |=3x.¢ gdw esgibteind € U sodaB L, a[z/d]| = ¢
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Eigenschaften der Pradikatenlogik

e PL1 erlaubt es, Aussagen zu strukturieren und hat
eine viel groBere Ausdruckskraft als Aussagenlogik

e Pradikatenlogik ist unentscheidbar

— Es gibt kein Verfahren mit dem fiir eine beliebige
PL1 Formel entschieden werden kann, ob sie
giiltig ist.

— Es gibt kein Verfahren mit dem fiir eine beliebige
PL1 Formel entschieden werden kann, ob sie
erfullbar ist.

e Aber: Pradikatenlogik ist semi-entscheidbar

— Es gibt ein Verfahren mit dem alle giiltigen bzw.
unerfiillbaren Formeln generiert werden konnen

e Spezialfall: Monadische Logik (nur einstellige
Pradikatensymbole) ist entscheidbar
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Nichtstandardlogiken: Modallogiken

In der Al werden viele verschiedene Arten von
Logiken eingesetzt, auch sog. Nichtstandardlogiken.

Haufig verwendet und sehr niitzlich sind die
propositionalen Modallogiken

Es lassen sich verschiedene intendierte
Bedeutungen ausdriicken, die in klassischer
Aussagenlogik und PL1 nicht moglich sind

z.B. ein Agent weiBl/glaubt, in der Zukunft gilt,
moglicherweise gilt,...

Erweiterung der Aussagenlogik um einen
einstelligen Modaloperator O

zusatzliche Syntax:

— Ist ¢ eine Formel, so ist auch O¢ eine Formel
— —0-¢ wird oft mit $¢ bezeichnet

~» O und <& entsprechen ungefahr V und 4
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Modallogik: Kripke Semantik

e [ntuition: Formeln gelten in verschiedenen
“Welten" die voneinander erreichbar sind oder
nicht. Modaloperatoren ermoglichen es, Aussagen
liber giiltige Formeln in anderen Welten zu machen

— in jeder Welt konnen andere Formeln gelten

— Beispiel: Gilt in meiner Welt O¢, so bedeutet
dies, daB in allen Welten die ich direkt erreichen
kann ¢ gilt.

— &¢ bedeutet, daBB in mindestens einer direkt
erreichbaren Welt ¢ gilt.

e Erreichbarkeitsstruktur der Welten wird dargestellt
mit einem Kripke-Frame F = (W, R), wobei W
eine Menge von Welten ist und R C W X W eine
Relation tiber Welten

e Der Modaloperator hangt von der Relation R ab

e Es konnen auch verschiedene Modaloperatoren O;
verwendet werden, jeweils mit eigener Relation R;
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Kripke Semantik (2)

e Frameaxiome und Relationen

ML | Axiom Relation R
K | 00— ¢) — (06 — 09) | -

T O¢p — ¢ reflexiv

4 O¢ — O0O¢ transitiv

5 —-O¢ — O—-0¢ Euklidisch

e Modallogische Formeln lassen sich interpretieren
mittels eines Kripke Modells M = (F,v), wobei v
eine Funktion ist, die allen Propositionen einen
Wahrheitswert zuordnet

e Der Wahrheitswert von ¢ in einer Welt w bzgl. M
ergibt sich aus dem induktiven Aufbau von ¢, z.B.:

M, w |
M, w |
M, w =
M, w |
M, w |
M, w |

a (Prop.) gdw. v(w,a)=T

- gdw. M,w [~ ¢

b N Y gdw. M,w = ¢ und M, w = ¢

¢ — Y gdw. M,w = ¢ oder M, w |= 1
O gdw. f.alle u mit wRu: M, u |= ¢
020 gdw. exist. u mit wRu: M, u |= ¢
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